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研究成果の概要（和文）：解の幾何学的性質を主眼に, 偏微分方程式を介在として幾何学と逆問題を研究した。
顕著な成果をいくつか挙げると, 定温度界面をもつ2相熱伝導体の界面は平面に限ることの証明, 外部一様電場
への影響の少ない自明でない近似中性導体の存在,上半位相トーラス面上の幾何学的形状が鮮明なディリクレ第1
固有関数の構成, 複合媒質上の新しい等周問題の提案と解明, 複合媒質上の2相熱拡散方程式の初期値問題の解
の大域挙動の研究などがある。

研究成果の概要（英文）：We studied geometry and inverse problems through partial differential 
equations focusing on the geometric properties of solutions. Some notable achievements are: the 
proof that if the interface in two-phase heat conductors has a constant temperature, then it must be
 a hyperplane; the existence of non-trivial nearly neutral conductors giving less influence on any 
uniform electric field; a construction of the first Dirichlet eigenfunction on the upper half of a 
topological torus whose geometric shape is clear; a proposal of a new isoperimetric problem on 
composite media and its solution; a study on the large time behavior of solutions of the Cauchy 
problem for the two-phase heat diffusion equations on composite media.

研究分野： 偏微分方程式論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
物理学や工学に現れる複合媒質（複合材料）の数理モデルは自然な研究対象であり, 例えば既知の媒質に含まれ
る未知の介在物を探索する逆問題など学術的にも社会的にも意義がある。数理モデルの多くは偏微分方程式で記
述される。単一媒質上の偏微分方程式はよく研究されているが, 複合媒質上の偏微分方程式は単純な数理モデル
に限っても未解明な部分が多い。本研究では,複合媒質の幾何学的形状とそれを決定する逆問題の解明など,学術
的意義が顕著な成果が得られている。数学の分野（偏微分方程式論, 幾何解析, 逆問題）への貢献も大きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

代表者と Rolando Magnanini 教授（Firenze）による拡散方程式の解の時刻について不変な等
温面や臨界点と領域の対称性の関係の研究は 1996 年から約 21 年間継続されていた。特に
Daniel Peralta-Salas 教授（ICMAT 研究所）を共同研究者に加えた 2016 年の論文において 3

次元ユークリッド空間内の非有界な不変等温面としての円柱面と平面のほぼ完全な特徴付けに
成功していた。一方, 代表者は Hyeonbae Kang 教授（仁川）との共同研究による 2016 年の論
文において複合媒質特有の外部の一様電場に影響を与えない中性導体としての同心球の特徴付
けに成功し, さらに代表者は 2016 年の別の単著論文で, 複合媒質上の熱拡散に関する不変等温
面としての同心球面の特徴付けに成功していた。複合媒質を考えることは既知の媒質に含まれ
る未知の介在物を探索する逆問題において自然なことであり, このようにして, 偏微分方程式, 

幾何学, 逆問題の 3 つのキーワードが強く結びついた。 逆問題の専門家である池畠優教授（広
島）,幾何解析の専門家である磯部健志教授（東京）と船野敬准教授（仙台）および時間依存発展
方程式の解の漸近挙動研究の専門家である川上竜樹教授（瀬田）を分担者として組織を構成した。
研究開始 1 年後, 近年活発に研究が展開されている確率偏微分方程式の専門家である福泉麗佳
准教授（仙台）を分担者に加えた。 

 

２．研究の目的 

研究の目的は偏微分方程式で記述される問題の解の幾何学的性質の探究を主眼に, 偏微分方程
式を介在として幾何学と逆問題を有機的に結びつけより一層発展させることであった。解の挙
動（解の等位面及び等流面や臨界点の挙動, 解から定まる数理物理量等の初期・中間・大域挙動）
と問題の幾何学的情報（解や領域の対称性, 領域の境界の曲率等の局所的性質）との関係の探究
を課題として, 研究は, 問題の幾何学的情報から解の挙動を調べる順問題の側面と, 解の挙動か
ら問題の幾何学的情報を抽出する逆問題の側面をもち, この両面を推進すること及び, 解の挙
動に潜む問題の幾何学的情報を抽出する漸近公式や方法を発見することが目標であった。 

 

３．研究の方法 

普段の研究組織内での研究打合せ（電子メールと必要に応じた直接の打合せ）および必要に応じ
た国内外の研究協力者との討論・情報交換により研究を進めた。ただし, コロナ禍のため 2020
年 2月下旬から 2022年 9月初旬までの間は対面での直接の打合せの機会はもてず, 結果として
研究期間を 1年間延長することになった。研究推進のため, 特に以下を実施した。 
 
(1) 研究課題に関連して, 偏微分方程式, 幾何学, 逆問題について次の研究集会の世話人を研 
究組織員（一部は研究協力者）が務めた。 
○1国際研究集会「Joint Firenze-Tohoku Research Workshop on Nonlinear PDEs」(2018年, 
Firenze) 
○2国際研究集会「RACMaS Lectures Applied Mathematics and PDEs, Part I」(2018年, 仙台) 
○3国際研究集会「RACMaS Lectures Applied Mathematics and PDEs, Part II」(2019 年, 仙台) 
○4国際研究集会「16th Aoba-yama PDE Seminar Reaction-Diffusion Equations」(2022 年, online) 
○5国際研究集会「Geometry and Analysis Seminar Mini Workshop 2023」(2023 年,仙台) 
 
(2) 全期間を通じて, 必要に応じて, 国内外での研究集会等に出席し, 成果発表及び多くの研 
究協力者との討論・情報交換を行なった。 
 
(3) 代表者が出張し, 次の海外の研究協力者との討論・情報交換を行なった。 
○1 Rolando Magnanini 教授(2018年 10月と 2023年 2月, Firenze) 
○2 Antoine Henrot 教授(2019年 3月と 9 月, Nancy) 
○3 Hyeonbae Kang 教授(2019年 8月,2022 年 10月と 2023年 3月,仁川, 2019年 11 月, 長沙) 
○4 Daniel Peralta-Salas教授（2020年 2 月, Madrid） 
○5 Alessandro Savo 教授(2023年 2月,Rome) 
 
(4)海外から次の研究協力者を仙台へ招聘し直接の討論・情報交換を行なった。 
○1 Antoine Henrot 教授(2018年 10月と 2023 年 1月) 
○2 Diego Berti 博士後期課程学生(2019年 2月) 
○3 Alessandro Savo 教授(2020年 2月) 
○4 Nicola De Nitti 博士後期課程学生(2022 年 12月) 
○5 Antoine Lemenant 教授(2023年 1月) 
○6 Ilaria Lucardesi 准教授(2023年 1月) 
 



 

 

４．研究成果 
主な研究成果は次のようである。 
(1) 与えられた局所リプシッツ連続関数を平均曲率にもつグラフの偏微分方程式の半連続粘性 
解の強比較定理を得た。これまで正しい証明を与えた論文はなかった。 
(2)相異なる熱伝導率をもつ 2種以上の複合媒質上の熱拡散を考えて, 超平面の不変等温面およ
び不変等熱流面による特徴付けを与えた。これは本研究の主題である偏微分方程式を介在とし
た幾何学と逆問題の新たな結びつきの発見である。特に, 2相熱伝導体上の熱流が定温度の界面
をもつのは界面が超平面に限ることを示し複合媒質と単一媒質の決定的な違いを熱拡散方程式
の視点から明らかにした。 
(3)3 次元ユークリッド空間に埋め込まれた位相トーラス面及びその上の半線形放物型方程式の
安定解について, その幾何学的形状（安定解の臨界点の位置と個数）が鮮明な位相トーラス面と
安定解の２つの独自の構成法を与えた。また,半位相トーラス面上の幾何学的形状が鮮明なディ
リクレ第 1固有関数も構成した。 
(4)外部一様電場への影響の少ない伝導率の相異なる 2種の複合媒質からなる自明でない近似中
性導体の存在証明を与えた。 
(5)ユークリッド空間内の超平面を界面とする２種の密度の相異なる複合媒質においてそれぞれ
の媒質に含まれる体積を指定した物体の等周問題を考察し, その解が 2 つの球形ドームからな
り,界面上スネルの法則が成り立つことを証明した。これは複合媒質上の新しい等周問題の提案
と解明である。 
(6)複合媒質上の 2相熱拡散方程式の初期値問題を考察し, 初期値が片方の相の特性関数である
場合の解の時間大域挙動の分類を与えた。 

(7)様々なタイプの非線形項からなる摂動に対する非自明なディラック-調和写像の存在および

球面の計量や平均曲率関数の摂動によりスピン山辺方程式の与えられた個数以上の本質的に異

なる解の存在を示した。これは本研究の主題である偏微分方程式を介在とした幾何学と逆問題

の新たな結びつきの発見である。 

(8)動的境界条件を有する拡散方程式の可解性および拡散極限を解明し, 時空間に依存す非斉次

項を有する非線形拡散方程式の大域可解性に関する臨界指数を導出した。 

(9)閉リーマン多様体上のラプラシアンの固有関数の値分布の研究に取り組み, 固有関数の節集

合の周りの指数型集中不等式や Sogge 型 Lp モーメント不等式を得,さらに, 閉リーマン多様体

及び境界付きコンパクトリーマン多様体上の p-ラプラシアンの固有値及び等周定数の上からの

評価を与え, その応用として境界付きの場合に p-ラプラシアンの固有値による内接球の半径の

上からの評価を得た。 

(10) ユークリッド空間内の二つの包含関係を持つ凸領域上のラプラス作用素のノイマン固有

値の定数倍を除いた領域単調性を示し,さらにワイルの漸近公式およびポリヤ予想に関連するノ

イマン固有値の上からの評価を得た。。 

(11)逆問題の囲い込み法において,物体境界上での入力として与えるノイマンデータを, 波動方

程式の全空間における初期値問題の解を用いて生成し,それを熱方程式の逆問題に適用し,その

データの時間反転を入力として与える新しい囲い込み法を展開した。 

(12)熱弾性体の方程式系で記述される物体内の空洞の幾何学的情報を物体表面上の有限時間に

わたる一組のデータから抽出する問題を囲い込み法を用いて考察し,未知の空洞を含む任意に与

えられた点を中心とした最小の球を求める公式を確立した。 

(13) ヘルムホルツ方程式に対する逆源泉問題を 3次元空間において考察し幾何学的特異性をも

った源泉の情報を囲い込み法によって抽出する公式を確立した。 

(14)不連続性の再構成のための方法である探針法と囲い込み法の基礎について,ヘルムホルツ方

程式に対するディリクレ-ノイマン写像に対する不等式系の特に下からの評価の証明法の再考を

行い,より一般的な定常シュレーディンガー方程式に対して対応する評価を得るとともに過去の

結果の簡潔証明を与えた。 

(15) デイラックのデルタ測度による強い特異性を伴う非線形項をもつ非線形シュレディンガ

ー方程式において,非線形デルタ相互作用がグラフの節点で発生している量子グラフに起因する

量子ウォークの漸近挙動を解析した。 

(16) 減衰ランジュバン方程式の超相対論的極限と非相対論的極限の厳密証明および現象論的に

分散マネージメントのモデルとして使用されている分散周期係数を持つ非線形シュレディンガ

ー方程式がマクスウェル方程式からは導出されない例を与え,さらに Lohe の非線形シュレディ

ンガー方程式を用いた量子同期モデルにおいて同期現象に対するノイズの影響を解明した。 

(17) 電気対流におけるパターン形成の現象論的モデルにおけるノイズの影響の数値解析によ

る観察およびストラトノビッチ型乗法的ノイズを持つ非線形対数型拡散方程式の解の大域存在

を示した。 
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 ４．発表年
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