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研究成果の概要（和文）：大規模相互作用粒子系の動的相転移、特に相分離現象の研究に取り組み、相分離境界
面の運動として平均曲率運動、ホイヘンスの原理、方向依存曲率運動、ステファン自由境界問題の導出を行っ
た。関連して、離散的な準線形放物型偏微分方程式に対するシャウダー評価を導いた。また、複数個の保存量を
持つ粒子系や確率8頂点モデルのKPZ極限、いわゆる弱普遍性を示した。さらに、確率的質量保存Allen-Cahn方程
式に対する鋭敏界面極限、ランダム媒質中の偏微分方程式に関連する特異な準線形確率偏微分方程式とその長時
間挙動などの研究を行った。これらの成果は、2022年国際数学者会議で報告した。

研究成果の概要（英文）：Dynamical phase transition, in particular phase separation phenomena, of 
large scale interacting particle systems are studied and mean curvature motion, Huygens' principle, 
direction-dependent curvature motion, and Stefan free boundary problem are derived as motions of the
 phase separating surface. In a related work, we showed the Schauder estimate for discrete 
quasilinear parabolic partial differential equations. We also investigated the KPZ 
(Kardar-Parisi-Zhang) limit, the so-called weak universality, of particle systems with plural  
conserved quantities and a stochastic eight-vertex model. Furthermore, we studied the sharp 
interface limit for the stochastic mass-conserving Allen-Cahn equation, the singular quasilinear 
stochastic partial differential equations associated with partial differential equations in a random
 medium and their long-time behavior. These results were reported at the 2022 International Congress
 of Mathematicians.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率論　解析学　統計力学　関数方程式　数理物理　応用数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
研究課題名にある「大規模相互作用系」は、もともと統計物理学の研究において現れ、マクロに観測される様々
な現象を、原子・分子レベルのミクロな系から説明し理解するために用いられる数理モデルの総称である。一
方、マクロな系を記述する偏微分方程式にランダムな揺動項が加わったものが「確率偏微分方程式」である。本
研究では、大規模相互作用系に基づく動的相転移現象、特に相分離現象の解明や、繰り込みの操作が必要な特異
な確率偏微分方程式の研究を行った。これらは、最近のフィールズ賞受賞者やノーベル物理学賞受賞者の研究テ
ーマにも関わりがあり、数学の中でも注目され発展する分野となっている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
大規模相互作用系とは、もともと統計物理学の研究において現れ、巨視的(マクロ) に観測さ

れる様々な現象を、原子・分子レベルの微視的(ミクロ) な系から説明し理解するために用いら
れる各種の数理モデルを指す。研究開始当時、2 次元のある種の大規模相互作用系のスケール極
限として現れる SLE (Schramm-Loewner 発展)の研究により、Werner (2006 年)と Smirnov 
(2010 年) が相次いでフィールズ賞を受賞したこともあり、統計力学的な系の数学的な研究の重
要性は増していた。同様の数理モデルは物理以外の分野でも用いられている。 
一方、確率偏微分方程式は、偏微分方程式に確率的揺動項が加わったものである。この分野で

も、特異な確率偏微分方程式の研究により Hairer(2014 年)がフィールズ賞を受賞し、注目度は
上がっていた。その主な研究対象は KPZ(Kardar-Parisi-Zhang)方程式や力学的 P(φ) モデルで
あり、これらは統計物理学や場の理論と深いつながりを持っている。この研究の根底には、伊藤
清による確率微分方程式の定式化に端を発する確率解析の理論がある。確率解析の基礎理論の
整備には日本人研究者が大きな役割を果たしており、その伝統は今日に至るまで着実に引き継
がれている。 
 本研究は、このような当時の状況下で、研究代表者を中心に過去に科学研究費（基盤研究(A)、
基盤研究(B)、挑戦的萌芽研究）により行った研究を引き継ぎ発展させることを目標に開始され
た。 

 
２．研究の目的 
以上のような背景の下で、本研究の目的は、確率解析および非線形偏微分方程式論の手法等を

広く駆使することにより、各種の大規模相互作用系に関する諸問題について考察することにあ
る。これらの系に対して、スケール極限による各階層の異なるレベル間の橋渡し、特異な確率偏
微分方程式の導出、確率偏微分方程式に対する特異極限、スケールの異常性、流体力学極限、自
己拡散、均質化、自由境界問題の導出などの諸問題を論ずる。本研究の独自性として、特異性が
ある。本研究で扱う確率偏微分方程式は発散項を持ち、いわゆる繰り込みの操作が必要となる。
鋭敏界面極限の問題においては、極限の状態空間はより低次元の空間へと縮約される。ランダム
行列の固有値の時間発展の考察は Dyson に始まるが、長距離相互作用という特異性が特徴であ
る。このように特異性の解析は本研究の根幹にある。特異性の解析を通して、新たな結果の創造
へとつなげる。 
具体的な研究対象として下記の４点を挙げた。 

(1) KPZ 方程式を始めとする特異な確率偏微分方程式 
(2) 確率反応拡散方程式の鋭敏界面極限 
(3) ランダム行列およびそれらに関連する大規模相互作用系 
(4) 大規模相互作用系の流体力学極限、揺動理論、異常拡散、ランダム係数の偏微分方程式 
 
３．研究の方法 
 研究期間の前半には、研究代表者、研究分担者、研究協力者および関連する研究者が一堂に会
し研究交流を行う場として、いくつかの研究集会を開催することができた。具体的には、2018 年
度は京都大学数理解析研究所で「第 17 回大規模相互作用系の確率解析」(11 月 5 日～8日、外国
人講演者 5名)、また同研究所で確率論に関係する研究者を多数集め「確率論シンポジウム」(12
月 17 日～20 日)を開催した。さらに、2019 年度には大阪大学で「第 18 回大規模相互作用系の確
率解析」(11 月 5 日～8日、外国人講演者 8 名)、早稲田大学で「One-day Symposium：Hydrodynamic 
limit and related topics」(12 月 20 日、外国人講演者 3 名)を開催した。 
 研究期間の後半は、コロナ禍の影響によりこのような研究集会の開催は難しくなったが zoom
による研究集会や研究連絡が盛んに行われるようになった。そのような中で、ようやくハイブリ
ッドで開催できたのが 2021 年度の早稲田大学での研究集会「The 19th Symposium: Stochastic 
Analysis on Large Scale Interacting System」(12 月 7 日～9日)であった。 
 2022 年はコロナ禍の収束には至っていなかったが、研究代表者は「国際数学者会議」に招聘
され、“Probability”と“Stochastic and Differential Modelling”の２つのセクションにお
いて、本研究により得られた研究成果を発表する機会が持てた。これは、基本的にはオンライン
の行事であったが、実際にはイギリスの Imperial College London で開催された研究集会“vICM 
overlay Conference Applied Mathematics”に参加し発表した。講演は YouTube に収録され視聴
可能である。 
 研究期間の前半は、 研究代表者、研究分担者らは、研究連絡、共同研究や研究成果発表等の
ため、国内出張および海外からの招聘に応える形で多数の海外出張を行った。研究期間の後半は
zoom になったが、多数の講演を行った。 
 
４．研究成果 
 大規模相互作用粒子系の動的相転移現象、特に相分離現象を解明し、相分離境界面の運動とし



て、平均曲率運動、ホイヘンスの原理、方向依存(非等質的)曲率運動、ステファン自由境界問題
の導出を行った。関連して、離散的な準線形放物型偏微分方程式に対するシャウダー評価を導い
た。また、複数個の保存量を持つ粒子系や確率 8頂点モデルの KPZ 極限、いわゆる弱普遍性(weak 
universality)について調べた。さらに、確率的質量保存 Allen-Cahn 方程式に対する鋭敏界面極
限、ランダム媒質中の偏微分方程式に関連する特異な準線形確率偏微分方程式とその長時間挙
動などの研究を行った。以下、これらの研究成果について個別により詳しく述べる。 
 
(1)  大規模相互作用粒子系の相分離現象の解明 
粒子系に対する流体力学極限の手法と非線形偏微分方程式に対する鋭敏界面極限の手法を融合
させて種々の結果を得たが、特に、微視的レベルの大規模相互作用粒子系から直接、相分離境界
面の運動を導くことが可能となった。 
 
(1-1) 生成消滅を持つ単純川崎力学からの平均曲率運動の導出 
最初に、周期境界条件付きの d 次元正方格子上で、大規模相互作用粒子系の一種であるグラウ
バー-川崎力学を考えた。川崎部分は、剛体ポテンシャルに起因する排除則を持つランダムウォ
ーク集団の時間発展を定め、グラウバー部分は粒子の生成・消滅を定める。川崎部分は排除則以
外の相互作用はないという意味で単純とし、そこに時空の拡散型スケール変換を作用する。一方
グラウバー部分にはそれより遅いが発散する適切なオーダーの時間スケールを導入する。この
とき、このような相互作用粒子系に対して、極限において(1)粒子は濃度が薄い部分と濃い部分
に自動的に分離すること、つまりいわゆる相分離が起きること、(2)その結果、相を分離する曲
面、いわゆる界面が現れること、(3)その界面は巨視的レベルで平均曲率運動により時間発展す
ることを示した。 
 
(1-2) 生成消滅を持つ零レンジ過程からの平均曲率運動の導出 
続いてグラウバー-零レンジ過程を考えた。零レンジ部分には排除則はなく、同一格子点上での
み相互作用するランダムウォーク集団の時間発展を定める。零レンジ部分に時空の拡散型スケ
ール変換を作用すれば、巨視的に非線形ラプラシアンが得られる。一方グラウバー部分にはそれ
より遅いが発散する適切なオーダーの時間スケールを導入する。このとき、極限において(1-1)
と同様の相分離が観測され、この 2 領域を分離する相分離超曲面の巨視的レベルでの運動は平
均曲率運動で与えられることを示した。偏微分方程式の観点からも、拡散項が非線形な Allen-
Cahn 方程式の鋭敏界面極限を示しており、その意味でも新しい結果である。 
 
(1-3) 生成消滅と速度変更を持つ川崎力学からの平均曲率運動の導出 
(1-1)のグラウバー-単純川崎力学、(1-2)のグラウバー-零レンジ過程からの平均曲率運動の導
出を発展させ、排除効果のあるランダムウォークモデルであり速度変更による粒子間の相互作
用も加えた川崎力学を考察した。証明では、(1-2)で得ていた拡散項が非線形な Allen-Cahn 方
程式の鋭敏界面極限およびその離散型である離散準線形放物型偏微分方程式に対するシャウダ
ー評価に関する結果を用いた。後者については(1-5)参照。 
 
(1-4) 生成消滅を持つ一般の非勾配型川崎力学からの方向依存(非等質的)曲率運動の導出 
さらに、非勾配型と呼ばれる一般の系についても相分離現象を解明し、相分離界面の運動として
方向依存曲率運動を導出した。流体力学極限の収束の速さの評価を求めることにも成功した。 
 
(1-5) 離散的な準線形放物型偏微分方程式に対するシャウダー評価 
グラウバー-零レンジ過程やグラウバー-速度変更川崎力学から平均曲率運動を導出することが
できるが、その過程で離散的な準線形放物型偏微分方程式が現れる。特に、その離散的な 1階微
分、 2 階微分の一様評価を示す必要がある。そのために、離散的な設定の下で、ナッシュ評価
からヘルダー評価を示し、その上でハルナック型の評価を経てシャウダー評価を導いた。 
 
(1-6) 生成消滅を持つ 2成分川崎力学からのステファン自由境界問題の導出 
2 成分グラウバー-川崎力学は、2 種の異なるタイプの粒子からなる大規模相互作用粒子系であ
る。このような系に対して、異なる成分は互いに排斥するようなスケール極限を考える。このと
き 2 種の粒子は分離され、巨視的レベルの極限において、2相ステファン自由境界問題が導出さ
れることを示した。 
 
(2) KPZ(Kardar-Parisi-Zhang)極限および弱普遍性(weak universality) 
 
(2-1) 複数個の保存量を持つ零レンジ過程からの多成分 KPZ 方程式の導出 
揺動を伴う界面成長を記述する KPZ 方程式は一種の確率偏微分方程式であるが、無限大の発散
項を含み、その数学的意味付けは非自明であった。しかし、その解明は Hairer らによって行わ
れ、その業績により Hairer は 2014 年にフィールズ賞を受賞した。本研究では、1成分 KPZ 方程
式より複雑で物理的にも重要な、多成分がカップルした KPZ 方程式を考え、複数個の保存量を持
つ弱非対称な大規模相互作用粒子系からそのような方程式系が導かれることを示した。さらに、



粒子系を拡張して、成分ごとに異なるドリフト項を極限の KPZ 方程式に付加することも行った。 
 
(2-2) 確率 8頂点モデルの不変測度と KPZ 極限 
2 次元イジング模型の一種である 8頂点モデルにおいて、1 つの軸を時間軸とみなすことにより
確率 8 頂点モデルを導入した。これは離散時間の粒子系の時間発展モデルと考えられるが、これ
まで研究されてきた確率 6頂点モデルと異なり、粒子の生成・消滅を許すモデルになる。その不
変測度、流体力学極限、線形揺動、非線形揺動について調べた。非線形揺動では、粒子の生成・
消滅の影響により、極限で新しいタイプの KPZ 方程式が得られることが確認された。なお、KPZ
（Kardar-Parisi-Zhang）方程式に名を連ねる Giorgio Parisi 氏は、2021 年ノーベル物理学賞
受賞者である。 
 
(3) 特異な準線形確率偏微分方程式 
通常の意味では不良設定(ill-posed)となる確率偏微分方程式に対する理論として、正則性構造
(regularity structures, Hairer) と擬制御解析(paracontrolled calculus, Gubinelli ら) が
ある。特に主要項が非線形の、いわゆる準線形の特異な確率偏微分方程式については、研究が始
まったばかりである。本研究ではランダム環境内の大規模相互作用粒子系の極限として自然に
得られる放物型確率偏微分方程式について、擬制御解析に基づき、まず一般化した状況の下で、
解の定式化を行い、局所解の存在と一意性を示した。次に、粒子系から派生する方程式について
は、時間大域解の存在を示し、さらに定常解は多数存在するが、保存量を指定するごとに時間 t 
→∞ のとき同じ保存量から決まる定常解に収束することなどを示した。 
 
(4) 確率反応拡散方程式の鋭敏界面極限およびそれに関連する結果 
 
(4-1) 確率的質量保存 Allen-Cahn 方程式に対する鋭敏界面極限 
質量を保存する Allen-Cahn 方程式(大きな反応項を持つ拡散方程式)にノイズを加えて得られる
確率偏微分方程式について、鋭敏界面極限を論じ、極限で確率的摂動を持つ質量保存平均曲率運
動が導かれることを示した。証明には漸近展開の手法を用いた。確率項がない場合と違い、ノイ
ズの影響により漸近展開の主要項以外は発散項となる。係数がノイズの高階微分やそれらの冪
に依存するような拡散作用素に対するシャウダー評価を示すことにより、漸近展開の誤差評価
を得た。 
 
(4-2) 方向依存色つきノイズを持つ曲率運動 
方向に依存するノイズを加えた平均曲率運動について調べた。近似解の一様モーメント評価を
導くことにより、曲率に対する確率偏微分方程式について Wong-Zakai 型の収束定理を示した。 
 
(4-3) Q-ブラウン運動を含む確率的保存則に対する有限体積スキームの収束 
一階の非線形偏微分方程式である保存則に Q-ブラウン運動とよばれる乗法的外力項を加えて得
られる確率偏微分方程式について、有限体積法の観点から論じた。 
 
本研究は、研究代表者と研究分担者らの緊密な協力の下に進められたが、以下の研究成果は各

テーマを主導した研究分担者ごとに述べる。 
 

(5) 研究分担者の長田は、無限粒子系を記述する無限次元確率微分方程式の路ごとの一意性お
よび強解の構成に対する一般論を構築した。この理論の応用として、ランダム行列の力学的普遍
性、無限粒子系を記述する Dirichlet 形式の拡張の一意性、無限次元 Dyson モデルのラベル力学
の規約性とアンラベル力学のエルゴード性を証明した。 
 
(6) 研究分担者の笹本は、KPZ 普遍性クラスに属するモデルに関連する q-Whittaker 測度と、行
列式点過程を定義する周期的 Schur 測度をつなぐ１対１対応を構成した。応用として、半無限系
における KPZ 方程式の極限を証明した。また、対称排他過程の大偏差を記述する MFT 方程式と呼
ばれる結合非線形偏微分方程式を AKNS 系と呼ばれる古典可積分系に map する非線形な変換を見
出した。 

 

(7) 研究分担者の福島は、ランダムに配置された障害物を避けるように条件づけたランダムウ
ォークの挙動について研究を行った。障害物が時間に依存しない場合には、外力に応じて相転移
が起きることが知られていたが、未解決であった劣臨界相におけるスケール極限を完全に決定
した。障害物が時間に依存する場合には、零温度極限でパーコレーションの路の数と関連が付く
ことを厳密に示した。 

 

(8) 研究分担者の佐々田は、大規模相互作用系を普遍的な枠組みで扱うため、局所的な系の状態
を表す集合、局所的な相互作用、および相互作用が起きている底空間を表す局所連結グラフ、の



３つ組で表される「相互作用系」という対象の定式化を行なった。さらに、この相互作用系から
定まる状態遷移を持つ配置空間を定義し、その上での一様関数と一様形式、それらから定まる一
様コホモロジーを定式化した。さらに保存量空間という概念を定式化し、これが広いクラスの相
互作用系で、配置空間の 0 次一様コホモロジーと同型になることを示した。さらに、底空間によ
い群作用がある場合に、群作用不変な 1 次一様コホモロジーの分解定理を広いクラスの相互作
用系に対して示した。これは、流体力学極限における Varadhan の分解定理とリーマン多様体に
対する Hodge 分解の類似を与えるものである。 
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