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研究成果の概要（和文）：正規代数曲面について, (A) 全射で非同型な自己正則写像をもつ正規射影的曲面の構
造, (B) 非有理点を持つ正規 4 次曲面の定義方程式, の2つのテーマについて研究するのが目的であった. (A) 
では困難だった未解決問題を解決し, その結果, ピカール数1の対数的デルペッツォ曲面以外の複素射影的正規
代数曲面について, 全射で非同型な自己正則写像をもつための必要十分条件を, 曲面の構造条件として記述する
ことに成功した. 一方 (B)については研究する時間がほとんどなかった.

研究成果の概要（英文）：Our purpose is to study (A) the structure of normal projective surfaces 
admitting surjective non-isomorphic endomorphisms and (B) defining equations of normal quartic 
surfaces admitting irrational singular points. 
On (A), by resolving an unsolved problem, I have determined the structure of such surfaces except 
for log del Pezzo surfaces of Picard number 1. On the other hand, I had few opportunities to study 
(B). 

研究分野：代数幾何学

キーワード： 代数幾何　代数曲面　自己正則写像
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研究成果の学術的意義や社会的意義
代数多様体の全射自己正則写像については, 力学系, 数論, 代数幾何の立場から様々な研究が行われているが, 
近年盛んになってきた. 主には同型写像を扱うものが多いが, 非同型な場合も偏極を保つ自己正則写像の場合に
極小モデルや有理点について議論しているものも多数ある. 今回の非同型な全射正則写像を持つ正規曲面の場合
の分類結果は, 非常に具体的であり, これらの研究に応用されることが多いに期待される. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 代数多様体の分類論では, 多様体の双有理同値類またはその極小モデルの分類が重要だが, 

以下の (A),(B) のような特殊な状況では, より精密な双正則同値類の分類が期待される. 

(A) 自己正則写像を持つ正規射影的代数曲面の構造. 

(B) 非有理特異点をもつ 4 次曲面の定義方程式. 

なおここでは代数曲面は複素数体上のもののみを扱い, 自己正則写像は全射で非同型なものの

みを考える. また 4 次曲面とは 3 次元射影空間の 4 次超曲面のことである. なお (A), (B) 

の研究の間に直接的なつながりは無い.  

 

(2) (A) について: 自己正則写像および同型写像の研究は力学系の理論として解析学の立場か

ら, 過去から現在に至るまで非常に多くの研究がなされているが, 写像自身の研究ではなく, 

写像が定義される多様体の構造を研究することはあまり行われてこなかった. 自己正則写像の

存在は多様体にかなりの条件を課すが, それから多様体の構造を決定するのは一般に難しい. 

それでも, 代数幾何的手法によってこの多様体の構造を決定することが, 非特異射影的代数曲

面, 非特異コンパクト解析的曲面, および小平次元が非負の非特異 3 次元射影的代数多様体の

場合, に成功している. これらは藤本圭男氏や筆者の仕事に依る. さらなる研究の中で, とく

に Zhang 氏と行った偏極を保つ自己正則写像の研究で初めて正規代数多様体についても扱うこ

とになった. しかし, 正規代数曲面の場合の分類を行ってこなかったことが高次元の場合の研

究を妨げているという感触をもち, (A) について研究を始めた. そして 2008 年度から 2011 

年度までの基盤研究 (C)(一般)「種々の代数多様体の具体的構成」の中で, 少なくとも非有理

曲面の場合の分類に成功した. この時作成したプレプリントは草案に近いもので, 未公表のま

ま現在に至っている (しかしこれを引用する論文はかなり多くある). またこの研究自体も筆者

の別のテーマについての研究が始まったため中断することとなった. しかしその後, この未公

表のプレプリントのアイデアを使って, (A) に関連する話題である Shokurov 氏のトーリック

判定法の類似物が得られた (○4 ). そこでの結果が (A) の未解決の場合に有用であると思われ

る. 

 

(3) (B) について: 正規 4 次曲面で非有理特異点をもつものについて, 幾何学的構造から理想

的な定義方程式を求めることは可能だろうか？ この問いは平面 3 次曲線からワイエルシュト

ラス標準形を求めることの類似でもある. ここでいう (B) の曲面の幾何学的構造については, 

1990 年代に行われた石井雄二氏との共同研究 (○1 , 発表は 2004 年) で得られた記述を考えて

いる. そこでは「基本三つ組み」や「分離」という独自の概念と極小モデル理論によって幾何

学的構造が得られたが, 後にその手法は一般化され, 指数 2 の対数的デルペッツォ曲面の分類

に用いられた (○3 ). またさらに, 対数的デルペッツォ曲面を適当な重み付き射影空間 (または

それらの積) に埋め込み, またその中での定義方程式を与えることにも成功している. 論文 ○3  

で使われた新たな方法なども使って, (B) の 4 次曲面の理想的な定義方程式を求めることがで

きないか, と考え始めたのが (B) の研究の動機である.  

 
２．研究の目的 
研究 (A) では自己正則写像を持つ正規射影的代数曲面の構造を決定することが目的である. な

お (A) の先行研究は論文として未公表なので, これもまとめて少なくともプレプリントとして



完成させ, それを公表することも目的の一つである. 研究 (B) では, 正規 4 次曲面で非有理

特異点を持つものの（理想的な）定義方程式の形を求めることが目的である.  

 
３．研究の方法 
(1) 研究 (A), (B) ともに酒井文雄氏による正規代数曲面論を基礎にして行う. これは酒井氏

が 1980 年代中頃に「対数的代数曲面」などの理論の応用として得られた理論で, 多くの成果

を挙げられたものだが, 1990 年代に盛んになった対数的極小モデルの研究者やそれ以降の人た

ちにはあまり浸透していないようである.  

 

(2) 研究 (A) では「完全不変因子」という自己正則写像よる引き戻しで保たれる因子に注目

し, 中でも自己正則写像から唯一つ定まる「特性完全不変因子」を解析することで曲面の構造

を調べる, というのが独自のアイデアであり, 議論の中核をなす. 非特異曲面の場合の論文 ○2  

で鍵となった「自己交点数が負となる曲線」はこの特性完全不変因子の既約成分になる. この

アイデアにより, 先行研究では, ある種の有理曲面の場合を除いて (A) の曲面の分類を行うこ

とができた. 未解決の有理曲面は, 非特異な場合と同様にトーリック曲面か, またはその類似

物であることが期待される. その証明には ○4  で調べた擬トーリック曲面や半トーリック曲面

の性質が利用できる. 

 

(3) 研究 (B) で引用している論文 ○1  において, (B) の曲面は A 型から D 型の４つのタイプ

に分類され, A 型は非特異平面 4 次曲線上の錐であり, A 型以外の場合, その曲面の最小特異

点解消は「極小基本三つ組み」から「分離」によって得られることがわかっている. また A 

型, D 型および B 型の簡単な場合では, 定義方程式の理想的な形も求められている. 残りの場

合の定義方程式が ○1  の発展形である論文 ○3  の手法を参考にして得られるのではないかと思

われる. なお研究は (A) の方を重要視し, (A) の研究が一段落したところで (B) に取り掛か

るつもりであった.   

 
４．研究成果 

(1) 研究 (A) については予想以上の成果を得ることができたが, それをまとめた５つの論文 

(プレプリント) は合わせて約 350 ページあり, その作成に思いの外時間がかかったため, 研

究 (B) はほとんど手つかずであり, それに対する成果はない. 研究 (A) で得られた５つの論

文について説明する. これらは全て, 京都大学数理解析研究所の「RIMS プレプリント」として

公表されている.  

 

(2) 第一の論文では自己正則写像を持つ正規曲面  とその完全不変因子  について, ( , ) 

が高々対数的標準特異点しか持たないことを,  が一般の複素解析的曲面の場合にまで拡張し

て証明した. なおこれは射影的代数曲面の場合には未公表のプレプリントで得られている. ま

た「本質的ブローアップ」の概念を導入し,多くの場合, 自己正則写像の合成が本質的ブローア

ップに自己正則写像として延長されることも示した. これらの結果はかつて Favre 氏が付値空

間の理論をつかって証明されたものを含むが, 我々の議論は分岐公式や相対的 2 次元アバンダ

ンス定理などを使う代数幾何的には標準的なものである.  

 

(3) 第二の論文では射影的代数多様体と双有理同値な複素解析的曲面  が自己正則写像  を

もつときの基本的性質を調べ, とくにこの  は必ず射影的であることや,  が非有理線織曲



面の場合や, 特性完全不変因子  に対する対数的標準因子 +   が擬有効な場合に, そ

の  の構造の可能性の候補を絞った. また第三の論文では, いくつかの自己正則写像の例を

構成し, その結果, 上の候補の曲面  には自己正則写像が存在することがわかった. また  

が有理曲面で +   が擬正でない場合の性質もいくつか得ることができた. 未公表のプレ

プリントの結果はすべて第二, 第三論文に書かれている. さらには  の既約成分の個数  と 

 のピカール数  について不等式 ≤ + 2 が成り立つことを示し,  ≥   +  1 のとき, 

 がトーリック曲面かまたは半トーリック曲面になることを証明した. これは ○4  結果の類似

でもある.   

 

(4) 第四の論文は第五の論文で必要なトーリック多様体の自己正則写像の具体的構成を行った. 

よく知られた自己同型写像の場合のように, 対応する扇 (fan) の理論を利用するのだが, ここ

ではさらに, 与えられたある種の位数２の自己同型写像と可換になる全射非同型な自己正則写

像まで構成した. 第五の論文で, ピカール数 1 の対数的デルペッツォ曲面以外の未解決な場合

の曲面の構造を決定した. 具体的に言うと, そのような射影的正規代数曲面  が全射で同型

でない自己正則写像をもつための必要十分条件は, 代数曲面  からの有限次ガロア被覆写像 

∶  →  で  の非特異点上は分岐せず, さらに以下の五つの条件のいずれかを満たすもの

が存在することである: 

  は二つの代数曲線の直積であり, そのどちらかは射影直線ではない. 
  はアーベル曲面. 

  は楕円曲線上の射影直線による束または錐. 

  は射影直線上の射影直線束であり,  のガロア群が束構造を保つ. 

  はトーリック曲面であり,  のガロア群の作用が  の境界因子を保つ. 

残されたピカール数 1 の対数的デルペッツォ曲面の場合の構造解明にはまた別のアイデアが必

要であると思われる. 今回の研究 (A) で得られた結果は一般次元の場合, 正標数の場合, 一般

の複素解析的正規曲面の場合, などに応用されることが期待される. すでに, 10 年以上前の未

公表の論文の段階のものが, 数多くの論文に引用されている.  
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