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研究成果の概要（和文）：余次元２のStanley-Reisner環で高いSerre 指数を持つものを分類した。そして、そ
れらに対して算術階数と射影次元が一致することを示した。さらに、h列の計算を行い、Serre条件を満たす
Stanley-Reisner 環に関するある予想の反例を与えた。
　Stanley-Reisnerイデアルの３乗以上の記号的べき及び通常べきがlevelとなる必要十分条件はもとの
Stanley-Reisnerイデアルが等次数で生成される完全交差イデアルであることを示した。

研究成果の概要（英文）：We gave a classification of Stanley-Reisner rings  of codimension two with 
some higher Serre index.  By using this classification, we show the equality of projective dimension
 of the Stanley-Reisner rings and the arithmetical rank of their Stanley-Reisner ideals. Moreover, 
our classification allows us to compute the h-vectors and give a negative answer to some question 
regarding to these vectors.
 We showed that third or more  ordinary or symbolic powers of Stanley-Reisner ideals are level if 
and only if they are equi-generated complete intersections.

研究分野： 可換環論

キーワード： Stanley-Reisner ring　simplicial  complex　edge  ideal　arithmetical rank　projective dimensi
on　depth　Serre' s condition 　local cohomology
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研究成果の学術的意義や社会的意義
私が研究している可換環論は代数学の基礎をなす学問のひとつで代数幾何、整数論の基礎的なツールであるとと
もに可換環独自の問題意識からも今日も活発に研究されている。私は組合せ論的可換環論という組合せ論を用い
て多項式内の単項式イデアルを調べるという可換環論を研究している。この分野は計算機の進歩に伴ってした側
面があり、それらとの親和性も強い。本研究は可換環論的方法のみでは扱えなかった問題に対して組合せ論的、
位相幾何学的なアプローチも用いて問題解決を目指した基礎研究である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
イデアルの算術階数とは、そのイデアルが定義する空間がスキーム構造を無視して何枚

の超曲面の交わりとして表現されるかという最小数、あるいは、イデアルの言葉では、

そのイデアルと根基イデアルを同じくするイデアルの中で極小生成系の元の個数が最

小であるものの極小生成系の元の個数である。イデアルの算術階数を求めることは可換

環論・代数幾何学における伝統的な問題である。Stanley-Reisner イデアルの場合、そ

の Stanley-Reisner 環の射影次元が Stanley-Reisner イデアルの算術階数の下限を与

えていることが知られている。それで、いつこの二つの不変量が一致するかを問題にし

てきた。これまでの研究成果として次のような場合に上の二つの不変量が一致すること

を示すことにより算術階数を決定してきた。 

・算術次数が最小次数に十分近い Stanley-Reisner イデアル  

・生成元の個数がそのイデアルの高さに十分近い Stanley-Reisner イデアル 

・次数２の線形自由分解を持つ Stanley-Reisner イデアル  

・単体的複体が１次元 Gorenstein となる Stanley-Reisner イデアル  

・次数２の squarefree lexsegment イデアル  

・生成元の個数が５以下の Stanley-Reisner イデアル  

・算術次数が４以下の Stanley-Reisner イデアル 

・Castelnuovo-Munford 正則数が生成元の個数より２だけ小さい線形自由分解を持つ

Stanley-Reisner イデアル  

 

さらに基盤研究（Ｃ）「Stanley-Reisner イデアルの極小自由分解と算術階数」（平成２

３～２５年度）の研究成果のひとつとして、研究代表者は連携研究者の木村杏子ととも

に林の辺イデアルの算術階数はその剰余環の射影次元に等しいという Barile の予想に

対して肯定的な答えを与えた。また、Stanley-Reisner イデアルが高さ３で Gorenstein 

であるとき算術階数が３であることも示した。 

これらの結果を受けて、さらに他の単項式イデアルのクラスに対しても算術階数を決

定できることが期待された。 

また Stanley-Reisner イデアルの（記号的）べきについては次のような結果を得て

いる。 

・Stanley-Reisner イデアルに対して，その３乗以上の（記号的）べきが Cohen-Macau

lay であれば任意の（記号的）べきは Cohen-Macaulay である。 

そこで Cohen-Mmcaulay 以外の性質についても考察することが期待されるところであ

った。 

さらに Stanley-Reisner イデアルの記号的べきの射影次元に関してはべきに関して非

減少か？という問いが存在する。基盤研究（Ｃ）「Stanley-Reisner イデアルの算術階数

とべきの射影次元」（平成２６～２８年度）の研究成果のひとつとして、強良被覆グラ

フの辺イデアルの場合にも記号的べきの射影次元に関してべきに関して広義単調増加

であることを示した。良被覆をもつ２部グラフは強良被覆グラフであり、２部グラフの

辺イデアルの記号的べきは通常べきに等しいことから、良被覆をもつ２部グラフの辺イ

デアルの通常べきの射影次元はべきの大きさに関して広義単調増加であることも示せ



たことになる。 

さらに、次数１の頂点をもつグラフの辺イデアルに対しても記号的べきの射影次元に

関して広義単調増加であることを示した。さらに一般的な辺イデアルの場合にも記号的

べきの射影次元に関してべきに関して広義単調増加であることが期待された。 

 
２．研究の目的 

被約単項式イデアルである Stanley-Reisner イデアル及び、多項式環を Stanley-

Reisner イデアルで割った環である Stanley-Reisner 環は可換環論的観点のみならず

Stanley-Reisner 環から定まる単体的複体を通して組合せ論、トポロジーとも深く関係

しており、とても興味深い研究対象である。本研究は Stanley-Reisner イデアル及び

Stanley-Reisner環の極小自由分解の長さである射影次元とStanley-Reisnerイデアル

の算術階数との関係をまず問題とする。Stanley-Reisner イデアルの場合、その

Stanley-Reisner環の射影次元がStanley-Reisnerイデアルの算術階数の下限を与えて

いることが知られている。それで、いつこの二つの不変量が一致するかが問題の焦点と

なる。本研究においては余次元が小さい場合について２つの量が一致することを示すこ

とを目標とした。２つ目の目標は Stanley-Reisner イデアルの記号的べきがいつ level

となるかを決定することである。 

 

３．研究の方法 

Stanley-Reisner イデアルの極小自由分解についてその可換環論的、組合せ論的性質

を考察するために、まず具体的な Stanley-Reisner イデアルについて組織的に射影次

元及び算術階数の計算を行い、データを収集した。それらのデータから帰納的に組合せ

論的法則、代数的メカニズムを推測し証明しようと試みた。２乗が CM となる条件につ

いては licci 性と関連付けて調べた。3 乗以上のべきが Cohen-Macaulay になる必要十

分条件は元の Stanley-Reisner イデアルが完全交差であることはすでにわかっている

ので 2 乗に焦点を当てた。その 2 乗が Cohen-Macaulay 性をもつ Stanley-Reisner イデ

アルについて Giancarlo Rinaldo とともにデータベース作りを行った。Cohen-Macaulay

性をもつ Stanley-Reisner イデアルは Gorenstein 性を持つ。特に低次元の場合は対応

する単体的複体が球面であることがわかるので、Frank H. Lutz が作った球面の三角形

分割のデータベースを利用して、そのうちから2乗がCohen-Macaulay性をもつStanley-

Reisner イデアルを抽出した。また、licci 性をもつ Gorenstein  Stanley-Reisner イ

デアルはその 2乗が Cohen-Macaulay 性をもつので、そのリストの中から、licci 性を

もつ Gorenstein  Stanley-Reisner イデアルを特定した。 

以上のように、組合せ論的観点、位相幾何学的観点、純可換環論的観点のそれぞれの

長所をとりいれ、研究代表者、研究分担者の間で緊密な連絡をとりながら総合的に研究

していった。 
 
４．研究成果 
（１）Stanley-Reisner イデアルの３乗以上の記号的べき及び通常べきが level となる
必要十分条件はもとの Stanley-Reisner イデアルが等次数で生成される完全交差イデ
アルとなることを示した。このことから Stanley-Reisner イデアルの３乗以上の記号的
べき及び通常べきが Gorenstein となる必要十分条件はもとの Stanley-Reisner イデア
ルが単項生成イデアルとなることもわかった。 



（２）昔から高さ３のGorenstein イデアルはlicciであることが知られているので、
高さ４の Gorenstein  Stanley-Reisner イデアルの licci 性について研究を始めた。
３次元球面の頂点数が少ない場合の３角形分割に関する Lutz のデータベースを用いる
ことにより４次元以下の高さ４の Gorenstein  Stanley-Reisner イデアルについて
licci 性であることと２乗が Cohen-Macaulay になることが同値であることを示した。 
（３）高さ３の level  Stanley-Reisner イデアルを４次元以下の場合について計算機
を用いて分類し、その licci 性はねじれ余正規加群が Cohen-Macalay 加群が Cohen-
Macaulay となることと同値であることを示した。 

（４）イデアルの生成元が２次であるものに限って調べ、2 乗が Cohen-Macaulay 性を

もつ Stanley-Reisner イデアル環の次元が４以下のときは頂点数が１３個以下で抑え

られることが分かったのでその場合について分類を行った。一般の Gorenstein 

Stanley-Reisner イデアルについては２乗の Cohen-Macaulay 性と（S２）性が同値であ

るかという問いに関して同値でないことを示す反例が見つかったが、イデアルの生成元

が２次であるものに限れば、同値になることを示した。 

（５）良被覆グラフの辺イデアルの高さは不定元の個数の半分以上であることが知られ

ており、エッジイデアルの高さが丁度、不定元の個数の半分である良被覆グラフは強良

被覆グラフと呼ばれている。強良被覆グラフの Cohen-Macaulay 性については過去の共

同研究において調べた（M.Crupi, G.Rinaldo, N.Terai, Cohen-Macaulay edge ideal 

whose height is half of the number of vertices, Nagoya Mathematical Journal 

201(2011), 117-131）。その拡張として辺重み付き強強良被覆グラフの辺イデアルにつ

いて考察した。Cohen-Macaulay 辺重み付き強良被覆グラフの辺イデアルの非混合性と

Cohen-Macaulayが同値であることを示し、またその条件を辺の重みの条件で記述した。 

また、頂点重み付き有向グラフにおいて底グラフが Cohen-Macaulay であるとき、非

混合性と Cohen-Macaulay 性が同値であることが予想されていたのであるが、その予想

に対して反例を構成した。 

（６）強良被覆グラフの辺イデアルに対してこれらの不変量を局所ホモロジーを用いて

分析した。結果として 

M. Mahmoudi, A. Mousivand, M. Crupi, G. Rinaldo, N. Terai, S. Yassemi, Vertex 

decomposability and regularity of very well-covered graphs, J. Pure Appl. 

Algebra 215 (10) (2011) 2473–2480. 

で与えた Castelnuovo-Mumford 正則度を強良被覆グラフのグラフ論的不変量で表す公

式や 

K. Kimura, N. Terai, S. Yassemi, The projective dimension of the edge ideal 

of a very well-covered graph, Nagoya Math. J. 230 (2018) 160–179. 

で与えた射影次元強良被覆グラフのグラフ論的不変量で表す公式と異なる新たな公式

を与えた。 

 

（７）イラン人数学者 M. R. Pournaki、M. Poursoltani,S. Yassemi と次のような共

同研究を行った。Stanley-Reisner 環の局所コホモロジーの双対加群の次元からなるベ

クトルに着目した。このベクトルは Stanley-Reisner 環の Serre 指数や深さの情報を

含むものである。それにより深さの下限に関する定理を示した。また、余次元２で高い

Serre 指数を持つものを分類した。それを用いてそれらに対して算術階数と射影次元が

一致することを示した。さらに、h列の計算を行い、Serre条件を満たすStanley-Reisner 

環に関するある予想の反例を与えた。 
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