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研究成果の概要（和文）：本課題では平面代数曲線の埋め込み位相に関する研究を行なった. 特に, 平面曲線の
どの様な代数的特徴が位相的な差異を生むのかや, 複雑な代数的特徴をより扱いやすく記述する方法について研
究した. その結果, これまで使用されていた「分解型」と呼ばれる不変量と two-graph や曲線の Jacobian の
捩れ元との関係を見出すことが出来た. また, これらの応用として, 新たな興味深い曲線配置の例を多く発見す
ることが出来た. さらにこれらの研究結果をまとめた計10本の論文が査読付き論文雑誌に掲載され, 外国の研究
者との国際共同研究の発展にもつながった.  

研究成果の概要（英文）：In this project, the embedded topology of algebraic plane curves was 
studied. The main interest was in what kind of algebraic properties of plane curves lead to 
differences in the embedded topology, and how can we describe the subtle differences in the 
algebraic properties in a more manageable way. As a result, the relation between the formerly used 
invariant called "splitting types" and concepts such as two-graphs and the torsion points of 
Jacobians were found. Also, as an application many new interesting curve arrangements were found.   
    These results were compiled into 10 papers, published in refereed research journals and lead to 
joint international research with researchers from abroad.  

研究分野：代数幾何学

キーワード： Zariski pair　plane algebraic curves 　curve arrangements　embedded topology

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
平面代数曲線の埋め込み位相の研究における究極的な目標は, 完全な分類を与えることであるが, 現時点では目
標の到達には程遠いのが現状である. 本研究の成果により, 直接扱うのが難しい曲線の位相的な特徴を代数的な
特徴として捉え, さらには代数的な差異を今までより簡明に記述することができる様になった. その結果, これ
まで位相的な特徴が把握できていなかった曲線についての理解が進み, 次数が低い曲線をある程度扱うことがで
きる様になり, 大目標へ僅かではあるが近づくことが出来た. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 平面代数曲線の埋め込み位相の研究は, O.Zariski が 1929 年に発見した, 次数や特異点の型
などの組み合わせ論的情報は一致しているが, 埋め込み位相が異なる曲線の組から始まった. 
その様な曲線の組は E.Artal により Zariski pair と名付けられた. この方面の研究の究極的な
目標は, 平面曲線を埋め込み位相の観点で分類することにあるが, Zariski pair が生じる原理
を理解することが, 曲線を分類するにあたり有用であると考えられ, 多くの数学者が興味を持
って Zariski pair の研究を行っている. 初期は, 位相幾何学由来の不変量が主に使われていた
のに対し, 次の段階として代数的な不変量が導入され始めているところであるが, 扱う情報量
が多く複雑であったり, 対象となる曲線がある意味で限定的であったり, 代数的な不変量をよ
り有効に扱うにあたり改善・発展の余地があった. どの様な代数的な特徴が曲線の埋め込み位
相に影響を及ぼすかについての理解の深化や, 位相的な差異を捉えるのに有効な代数的特徴を
記述する一般的な方法の開発, 代数的な不変量を定義できる曲線の範囲の拡大などの課題が研
究開始当初にあった. 
 
２．研究の目的 
 平面曲線のトポロジーの研究において, 埋め込み位相の観点からの分類は究極な目標である
が, 実現困難な目標でもある. 本研究の目的は, 比較的簡単な次数の低い場合について主に考
察し, 少しでも埋め込み位相についての理解を深化させることにある. 特に, 平面曲線の微妙
な代数的差異を捉える取り扱いやすい方法を開発し, それをもとにしてどの様な代数的特徴が
埋め込み位相に影響を与えるかを考察し, Zariski pair のような現象が生じる理由を探ること
を目指す. これまでの研究では, 曲線の代数的な差異が各個的に記述されていたため, それを
より統一的に扱う枠組みを模索し, さらに他分野の手法を導入することでより広い範囲の曲線
を扱えるようにすることを目指す. また, splitting type をはじめとする分解型不変量に注目
して研究を行い, 平面曲線の埋め込み位相の観点からの分類を進展させることを目指す. 
 
３．研究の方法 
 本研究ではまず, これまで蓄積されてきた各個的に扱われてきた様々な Zariski pair の例を
見直す. 特に非特異 4次曲線とその 2重接線からなる配置について考える. 非特異 4次曲線 ܳ 
は 28 本の 2重接線 ܮଵ,… , ଶ଼を持つが,ܳとܮ 2重接線のうち ݇本からなる曲線配置について݇ ≧ 3 
の場合に Zariski pair が存在していることが知られているが, ݇の値が大きい場合の詳細な状
況は調べきれていない.この場合, 位相型を区別するのにあたりܳに付随して得られる有理楕円
曲面の Mordell-Weil 格子の情報が重要であったが, ݇の値が大きい場合は情報量が多くなり, 
取り扱いが煩雑になることが見込まれる.そこで, Mordell-Weil 格子の代替となるものを模索
し, マトロイドなどの概念を導入するなどして,情報を簡潔化することにより݇の値が大きい場
合の詳細について調べる. 
 次に, 超平面配置の研究で扱われている対数的ベクトル場の観点での代数的な差異が位相的
な差異に寄与するかを検討する. これまで知られている Zariski pair の例について, Maple, 
Sage, Macaulay 2 などの計算機代数システムを利用して, 対数的ベクトル場の状況を計算する. 
これらの具体例に対する計算の結果をもとに考察を進める. 
上記の新規の方向性と並行して従来の手法での新たな Zariski pair の探索を継続する.上記
の針が上手くいかない場合は,他の手法も考察するが, 他の研究者と研究相談などを行うなどし
て候補となる新たな手法について模索をする.  
 
４．研究成果 
 本課題の成果として, 10 本の論文が査読付き論文雑誌に掲載された. また, 本研究に関する
学術講演を 14 件（うち国際研究集会 4件）行った. 
 
(1) 以下の 3 本は非特異 4 次曲線とその 2 重接線からなる配置に関する論文であり, マトロイ
ドを始めとする組み合わせ論的な概念を導入し, 代数的な差異を記述する方法について研
究した論文である. 
 
[1] A note on the topology of arrangements for a smooth plane quartic and its 
bitangent lines, Hiroshima Math. J., 49–2 (Jul.2019), pp.289–302 
この論文は非特異 4 次曲線と 3 本の 2 重接線からなる配置の Zariski pair の存在を
splitting invariant の観点から示した論文であり, [2], [3]の研究の出発点となった論文
である. 
 
[2] The matroid structure of vectors of the Mordell-Weil lattice and the topology 
of plane quartics and bitangent lines, Monogr. Semin. Mat. Garcia Galdeano 42, 



pp265–274 
この論文は, 非特異4次曲線の28本の2重接線に, 4次曲線に付随する楕円曲面のMordell-
Weil格子の元を対応させ, その元が作るマトロイドの構造を持って代数的な差異を記述し, 
Zariski pair の分類を行った論文である.複雑な情報を比較的簡潔に表現できるようになっ
た. 
 
[3] Two-graphs and the embedded topology of smooth quartics and its bitangent lines, 
Canad. Math. Bull.63 (2020), no.4, 802–812. 
この論文は, [2]と同様に 2 重接線に Mordell-Weil 格子の元を対応させたうえで, 自然に
two-graph の構造が導入されることを示し, それを用いて Zariski pair の分類を行った論
文である. マトロイドを用いる場合よりも細かい分類を実行することが可能となった. 
 
(2) 以下の 2 本の論文は可約な 4 次曲線と, それに付随する楕円曲面を用いる従来の手法を発
展させた論文である. 
 
[4] Rational points of elliptic surfaces and the topology of cubic-line, cubic-
conic-line arrangements, Hokkaido Math. J., Vol. 49 (2020), p.87–108 
既約成分の次数が 3次以下の新たな Zariski pair を発見した論文である. 
 
[5] Elliptic surfaces of rank one and the topology of cubic-line arrangements, J. 
Number Theory 221 (2021), 174–189 
4 次曲線に付随する楕円曲面の Mordell-Weil 格子の階数が 1 の場合について, splitting 
type を簡単に計算する公式を与え, 新たな Zariski pair を提示した論文である. 
 
(3) 以下の 2本の論文は, 楕円曲面を関数体上の楕円曲線として捉え, その上で因子を表現・計
算するための Mumford representation の新たな応用として, Zariski pair を含む興味深い
曲線配置を構成した論文である.  
 
[6] Trisections on certain rational elliptic surfaces and families of Zariski pairs 
degenerating to the same conic-line arrangement, Geom. Dedicata 216(2022), no.1, 
Paper No. 8, 23 pp. 
楕円曲面の 3 重切断を, 関数体上の楕円曲線の 3 次の因子とみなし, Mumford 
representation を応用することで新たな Zariski pair の族を見出した論文である. また, 
その Zariski pair の族の退化の様子を解析し, 同一の配置に退化することも示した.  
 
[7] Ramified and split models of elliptic surfaces and bitangent lines or quartics, 
Comment. Math. Univ. St. Paul. Vol. 71 (2023), pp.51–69 
楕円曲面を関数体上の楕円曲線とみなす時のモデルの選び方の違いに注目し, 相互関係を
解析することで, 4 次曲線の 2重接線の幾何学を研究した論文である. 特に, 2 重接線が共
線になる場合の配置についての結果が得られた. 
 
(4) 以下の 3本の論文は代数的差異を記述する新たな枠組みとして, 曲線の Jacobian の捩れ元
を用いる手法を導入した論文である. 多数の新規の Zarski pair を発見することができた. 
 
[8] Zariski tuples for a smooth cubic and its tangent lines, Proc. Japan Acad., 
Ser. A Math. Sci. 96 (2020), no.2, pp18–21 
楕円曲線の接線の組みと楕円曲線の位数 2 の元の対応関係を用い, 代数的な差異を楕円曲
線の点の性質で記述をする手法を導入し, 新たな Zariski pair を見出した論文である. 
 
[9] Torsion divisors of plane curves with maximal flexes and Zariski pairs, Math. 
Nachr. 296 (2023), no.6, 2214–2235. 
接触次数が取りうる最大となる接線を持つ非特異曲線ܥに注目し, ܥを含む曲線配置の代数
的な差異を, ܥの Jacobian の言葉で記述する手法を導入した論文であり, 新たな Zariski 
pair を見出した論文である. さらに, 3 次曲線と 6 本の直線からなる配置のモジュライ空
間の解析も行い, 連結成分の個数などを決定した.  
 
[10] Torsion divisors of plane curves and Zariski pairs, St. Petersburg Math. 
J.34(2023), no.5, 721–736 
一般の非特異曲線ܥに対して,[9]と同様の手法で代数的な差異を記述した論文である. 
Jacobian を用いた手法がある程度一般的な状況で通用することが示された.   
 
対数的ベクトル場については, 代数的な差異を表現することができることがわかったが, 計算
の結果埋め込み位相との直接的な関連はないことが判明した. 



総合的な成果として, 低い次数の曲線からなる配置の埋め込み位相の理解が進んだ. また, [6], 
[9]などで,  Zariski pair の族とその退化についてや, 指定された組み合わせ型を持つ曲線全
体のモジュライ空間などの新たに研究をする必要のある対象が見つかった. また, 
[8],[9],[10]で見出された曲線の Jacobian との関係も発展させる余地がまだまだあり, 今後の
研究の展開の幅が広がった. 
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