
北海道大学・理学研究院・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１０１０１

基盤研究(C)（一般）

2022～2018

離散と連続の可積分幾何の融合

Fusion of discrete and smooth integrable geometry

４０４０８６５４研究者番号：

小林　真平（Kobayashi, Shimpei）

研究期間：

１８Ｋ０３２６５

年 月 日現在  ５   ６ １５

円     3,300,000

研究成果の概要（和文）：変分問題として定式化される停留曲面や調和写像の研究を行った．特に，無限次元の
対称性をもつような可積分曲面に対しての総合的な研究とその離散化の定式化を行った．主な成果として，平均
曲率一定曲面の離散化を従来のものよりも大幅に拡張し，一般のグラフ上において定式化した．また，極小ラグ
ランジアン曲面，ハイゼンベルグ群内の極小曲面，デモラン曲面など種々の可積分曲面に対して，ガウス写像の
調和性を通じた総合的な研究を行った．

研究成果の概要（英文）：I studied on stationary surfaces and harmonic maps formulated as variational
 problems. Specifically, I comprehensively studied integrable surfaces with infinite-dimensional 
symmetries and formulated their discretization. My research significantly extended the conventional 
approach to discretizing constant mean curvature surfaces and formulated it on a general graph. I 
also conducted a comprehensive study of various integrable surfaces, such as minimal Lagrangian 
surfaces, minimal surfaces in the three-dimensional Heisenberg groups, and Demoulin surfaces, 
through harmonicities of Gauss maps.

研究分野：微分幾何学

キーワード： 調和写像　可積分系　離散曲面　ガウス写像　離散平均曲率一定曲面　極小曲面　ハイゼンベルグ群　
統計多様体
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研究成果の学術的意義や社会的意義
変分問題として定式化される停留曲面は，シャボン玉をはじめ現実世界によく見られる重要な曲面である．本研
究は，停留曲面のうち，いわゆる無限次元の対称性をもつ可積分曲面の微分幾何学的研究であり，その離散化に
ついても研究した．離散的な曲面は，近年工学や建築学などの「ものづくり」で非常に注目される対象であり，
本研究では，平均曲率一定曲面（体積一定の条件の下，面積汎関数の停留曲面である）の離散化を従来より広い
枠組みで定式化した．今後，この定式化を用いてさまざまな分野への応用が期待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
変分問題として定式化される停留曲面や調和写像の研究は，良い対称性を持つ場合可積分系で
特徴付けられる．これらの曲面は可積分曲面と呼ばれ，対称空間への調和写像で特徴づけられる
事が多く，無限次元リー群のループ群を用いたワイエルシュトラス型の表現公式（正則関数の組
を用いた表現公式）を持ち，様々な研究が為されてきた（引用文献①）．一方， 可積分系は自然
に離散化され，連続の場合と同様の重要性を持ち様々に研究されている． しかしながら，対応
する離散の曲面（離散可積分曲面）の研究は，工学・建築学へも応用ができる重要な研究対象で
あるにもかかわらず，なかなか展開できていない．その理由の大きな部分は，曲率等の概念の離
散化に対応するものが複数ありえる事，また基本的な性質が未解明であることに起因している． 
 
２．研究の目的 
本研究では，隠れた対称性を表す代数構造としてのループ群を用いて，連続と離散の可積分幾何 
の研究を行う．特に良い性質を持つ停留曲面の離散化の幾何学的定式化を与え，離散的なワイエ
ルシュトラス型の表現公式の確立する．また，ループ群を通して，連続と離散の可積分曲面や調
和写像との関連を調べ統一的な理解を目指す．また，種々の可積分曲面，調和写像に関する総合
的な研究を行う． 
 
 
３．研究の方法 
停留曲面の離散化の候補としては，平均曲率一定曲面（体積一定の条件の下の面積汎関数の極値）
が考えられる．すでに Bobenko と Pinkall によって離散平均曲率一定曲面の定式化は得られて
いる（引用文献②）が，これはℤ 格子上で定義されているものである．これをより一般のグラフ
に通用する形にすることを目標にする．また，別の離散可積分曲面に対するワイエルシュトラス
型の表現公式を確立する． 
 
種々の可積分曲面（極小ラグランジアン曲面，ハイゼンベルグの極小曲面，デモラン曲面）に対
してループ群の手法を適用し，それぞれの曲面に対しての総合的な研究を行う．また，その他，
停留曲面や統計多様体に関する研究も行う． 
 
４．研究成果 
研究期間全体を通じて，計１１本の査読論文を国際誌に出版することができた．内容は多岐にわ
たり，大きく分けて（１）離散微分幾何に関して２本，（２）ガウス写像と曲面に関する論文６
本，（３）その他関連する研究（統計多様体やアフィン平面曲線）に関して３本となっている．
以下でそれぞれに詳しく述べる． 
 
（１） 離散微分幾何：本研究課題の最大の目的であった，離散可積分曲面については，ミュ
ンヘン工科大学の Tim Hoffmann 教授とその大学院生 Zi Ye 氏との共同研究によっ
て，一般のグラフにおいて，平均曲率一定曲面の離散化の概念を定式化した．この定
義は，従来の定義の自然な拡張になっており，その適用範囲は幅広い．さらに，この
新しい離散平均曲率一定曲面に対して，自然とループ群の手法が適用できることを示
し，最終的にはワイエルシュトラス型の表現公式を確立した．この中で，用いた動標
構は離散可積分系の研究で広く用いられている Bobenko-Suris(参考文献③)のものと一
致しており，その意味でも自然な拡張である．今後この表現公式を用いて重要な例を
構成するのが課題である．また，離散可積分曲面である離散アフィン球面について，
久留米工業大学の松浦望教授とともに，ワイエルシュトラス型の表現公式を確立し，
いくつかの例も構成した． 

 
（２） ガウス写像と曲面：種々の可積分曲面の研究には付随するガウス写像を考えることが重
要であり，本質的である．ミュンヘン工科大学の Josef Dorfmeister 教授と共に２次元
不定値複素射影空間内の時間的極小ラグランジアン曲面についてのガウス写像を用い
た特徴づけおよびループ群の手法を適用しワイエルシュトラス型の表現公式を得た．時
間的曲面は，今まで研究されて来なかった対象で今後重要になっていくと考えられる．
次に，２次元複素射影空間内の停留曲面のガウス写像を用いた種々の特徴づけを，清華
大学の Hui Ma 教授とミュンヘン工科大学の Josef Dorfmeister 教授とともに行った．
ガウス写像は，ある特別な等質空間（k-対称空間と呼ばれる）への写像になっており，
この写像の調和性が種々の停留曲面を特徴づけることを示した．また筑波大学の井ノ口
順一教授とともに，射影微分幾何学における停留曲面のデモラン曲面のガウス写像を用
いた特徴づけを行った． 



 
 
 
 
 
また，ミュンヘン工科大学の Josef Dorfmeister 教授，Erxiao Wang 氏，Walter Freyn
氏との共同研究により，A( )型の戸田方程式と付随する停留曲面（極小ラグランジアン曲
面，アフィン球面など）に関する概説論文を発表した．この中で，アフィンカッツ・ム
ーディーリー環の実形が有効に用いられている事を再確認できた．また，近年ハイゼン
ベルグ群内の極小曲面が可積分曲面であることが示され，活発に研究されてきた(引用
文献④)．鍵になるのは，正規ガウス写像が対称空間への調和写像になるという事実であ
る．引用文献④に引き続き，曲面の大域的な構造を調べる基本的な論文をミュンヘン工
科大学の Josef Dorfmeister 教授と筑波大学の井ノ口順一教授とともに発表した．また，
大学院生の清原悠貴氏と共に，３次元の不定値ハイゼンベルグ群内の時間的極小曲面に
関するワイエルシュトラス型の表現公式と極小曲面の構成を行った． 
 

（３） その他関連する研究：統計多様体は，リーマン多様体にある両立性を持つ捻じれの無い
アフィン接続を導入した対象で，確率分布から定まる情報幾何においてさまざまな概念
を説明することに欠かせないものである（甘利俊一氏の研究）．このアフィン接続のなか
で，甘利-Chentsov のα接続という標準的なものが大切であり，筑波大学の井ノ口順一
教授と北海道大学の古畑仁教授とともに正規分布から定まる統計多様体のα接続を共
役対称性を用いて特徴付けた．また，大学院生の大野優氏とともに，定曲率統計多様体
についての一般的な考察を行い発表した． アフィン平面曲線は平面のユークリッド運
動群より大きい群が働く興味深い幾何学的対象である．神戸大学の佐々木武名誉教授と
ともに，一般のファイン群（２次の一般線形群とℝ の半直積の群）に関して，曲率など
を定義し，曲率の変分問題等を定式化した（弾性曲線の一般化）． 
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