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研究成果の概要（和文）：四元数ケーラー対称空間である結合的グラスマン多様体、実ベクトル空間 R^n の4次
元部分空間のなす実グラスマン多様体Gr_4(R^n)を対象に研究し次のような成果を得た。6次元球面と結合的グラ
スマン多様体への双ファイブレーションを構成し、両者の部分多様体間の興味深い関係を調べた。Gr_4(R^n)の
ツイスター空間のルジャンドル部分多様体に対する複素Lie球面幾何学の視点からの基礎理論を整備し、Gr_4(R^
n)の全複素部分多様体への応用を得た。

研究成果の概要（英文）：We studied the associative Grassmann manifold and the real Grassmann 
manifold Gr_4(R^n)　of all four-dimensional subspaces in the real vector space R^n, which are 
quaternionic Kaehler symmetric spaces and obtained the following results. We constructed a double 
fibration to a six-dimensional sphere and an associative Grassmann manifold and investigated 
interesting relationships between the submanifolds of both. We developed a basic theory from the 
view point of complex Lie sphere geometry for Legendrian submanifolds of the twister space of Gr_4(R
^n) and obtained applications to totally complex submanifolds of Gr_4(R^n).

研究分野：微分幾何学

キーワード： 四元数ケーラー多様体　全複素部分多様体　結合的グラスマン多様体　実グラスマン多様体　6次元球面
　ツイスター空間　ルジャンドル部分多様体　複素Lie 球面幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の目標は四元数多様体の複素部分多様体に関する理論を発展させることにある。これらは四元数ケーラー
対称空間の良い性質をもつ部分多様体であると理解され、4次元球面の曲面に関する理論の自然な高次元化とみ
ることもできる。本研究は複素微分幾何と四元数微分幾何が相互作用する四元数複素微分幾何学とでも呼ぶべき
興味深い研究領域をなす。Gr_4(R^n)に関わる成果は複素Lie球面幾何学の視点によるGr_4(R^n)の四元数微分幾
何学研究の先駆けとなるもので、今後の研究の発展が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－ １９、Ｆ－ １９－ １（共通）

1. 研究開始当初の背景

数の世界は，次のように拡張されている： R ⊂ C ⊂ H. ここで，R, C, H はそれぞれ実数，複

素数，四元数全体を表す．実ベクトル空間，複素ベクトル空間とその上の解析学に基づき，多様体，

複素多様体がそれぞれ定義される．さらに，ユークリッド幾何学の一般化として，リーマン計量が備

えられたリーマン多様体，複素多様体の構造に適合する計量が備えられたケーラー多様体が設定さ

れ，実り豊かな美しい理論が展開されている．四元数多様体及び四元数ケーラー多様体は，それぞれ

複素多様体，ケーラー多様体の四元数に対応するアナロジーとして考えられた対象である．これらを

対象とする微分幾何学は興味深い研究領域になってきている．特に，四元数ケーラー多様体の部分多

様体論，調和写像論は大きく発展してきている．

複素ベクトル空間 Cn+1 内の 複素 1 次元部分空間全体の集合を CPn で表し，四元数ベクトル空

間 Hn+1 内の 四元数 1 次元部分空間全体の集合を HPn で表す．複素射影空間 CPn は複素多様体，

ケーラー多様体の典型例として知られており，四元数射影空間 HPn は四元数多様体，四元数ケー

ラー多様体の典型例である．複素ベクトル空間 Cn+1 は Hn+1 の部分空間であるから, CPn は HPn

の部分多様体となることが分かる．部分多様体 CPn ⊂ HPn は本研究の対象「四元数多様体の複素

部分多様体」の典型例である．このような対象に着目した主な理由は次の 2点である．

(i) 研究代表者は HPn の第 2基本形式が平行となる部分多様体の分類に取り組んだ．その中で全複

素部分多様体は重要な位置を占めることが明らかになった ([2])．ここで分類された全複素部分多様

体は, 様々な研究者に興味を持たれ研究が進展した．他の四元数ケーラー対称空間や等質四元数多様

体についても同様に複素部分多様体は重要で，興味深い性質をもつ対象であることが期待される．

(ii) Burstallらは, 4次元球面 S4 の曲面に関する共形幾何学について, S4 を 四元数射影直線 HP 1

と見ることにより, 四元数幾何学の立場で定式化し, その研究に大きな進展をもたらした ([1])．彼ら

の理論の高元化を次のように考えるのは自然であろう：

S4 の曲面（リーマン面） ⇒ HPn の半分次元 “複素部分多様体 ”

2. 研究の目的

最初に本研究の鍵となる概念である四元数多様体，横断的複素部分多様体，全複素部分多様体の定

義を述べておく．M̃4n を 4n(n ≥ 2) 次元多様体とし, Q̃ を End TM̃ の 3 次元部分束で次の条件を

みたすものとする:

(a) M̃ の各点の近傍で定義された Q̃の局所枠場 {Ĩ , J̃ , K̃}で, Ĩ2 = J̃2 = K̃2 = −id, Ĩ J̃ = −J̃ Ĩ =

K̃, J̃K̃ = −K̃J̃ = Ĩ, K̃Ĩ = −ĨK̃ = J̃ をみたすものが存在する.

(b) 捩率零のアファイン接続で, End TM̃ の中で Q̃ を平行にするものが存在する．

このとき，Q̃ を M̃ 上の四元数構造といい，Q̃ を備えた多様体 M̃ を四元数多様体という. 四元数構

造 Q̃ に適合する（擬）リーマン計量 g̃ をもちかつこのリーマン接続が End TM̃ の中で Q̃ を平行

にするとき, (g̃, Q̃) を 四元数（擬）ケーラー構造といい，(g̃, Q̃) を備えた多様体 M̃ を四元数（擬）

ケーラー多様体という. 四元数多様体 (M̃4n, Q̃) の部分多様体 M2m が横断的複素部分多様体 であ

るとは, Q̃|M の大域的な切断 Ĩ が存在して (1) Ĩ2 = −id, (2) Ĩ(TM) = TM , (3) 〈Ĩ , J̃〉 = 0 をみた

す任意の J̃ ∈ Q̃|M について J̃(TM) ∩ TM = {0} が成り立つときをいう. m ≥ 2 のとき, Ĩ から誘

導された M の概複素構造は積分可能となり,M は複素多様体になる. 四元数（擬）ケーラー多様体



(M̃4n, Q̃, g̃) の横断的複素部分多様体M2m が, 上記 (3) において J̃(TM) ⊥ TM をみたすとき，特

に全複素部分多様体 という．

本研究は四元数多様体及び四元数（擬）ケーラー多様体の横断的複素部分多様体あるいは全複素部

分多様体を対象とし，次の課題を明らかにすることを目的とする．

課題 1. 四元数射影空間 HPn の横断的複素部分多様体について，これまでの研究成果を発展させ，

Bäcklund 変換に相当する変換の理論の構築や，Willmore汎関数に相当するような新たな汎関数を

見出しその汎関数の変分問題の解となる部分多様体の研究を行う．

課題 2. 四元数（擬）ケーラー対称空間の等質全複素部分多様体の構成及び分類，四元数幾何学的各

種不変量によるそれらの特徴付けを行う．

3. 研究の方法

鍵となる方法は,「ツイスター空間の理論」,「ベクトル束の議論」の 2つである.

(1) ツイスター空間の理論 : 四元数微分幾何学を展開する際，ツイスター空間を導入して複素微分幾

何学を援用するのは有効な方法である．四元数多様体 (M̃, Q̃) に対して，Z = {Ĩ ∈ Q̃|Ĩ2 = −id} は
M̃ 上の S2-束で, (M̃, Q̃) のツイスター空間と呼ばれている. Z は自然に複素多様体の構造をもつ．
リッチ曲率が消えない四元数ケーラー多様体上の ツイスター空間は正則接触構造をもつ．リッチ曲

率が消えない四元数ケーラー多様体 M̃ に対し，その全複素部分多様体M の自然なリフト Ĩ(M) は,

Z の複素部分多様体であり，正則接触構造に関する積分多様体となる．またその逆も成立するとい
う興味深い関係がある. 特に，M̃ の半分次元全複素部分多様体と Z の複素ルジャンドル部分多様体
とが対応関係にある．このような関係は全複素部分多様体の構成・分類，モジュライ空間の構成など

の問題に良い方法を与える．

(2) ベクトル束の議論 : 本研究では射影空間も含め各種グラスマン多様体が主な対象になる．グラス

マン多様体を扱う際ベクトル束の議論に帰着させることが有効である．

4. 研究成果

研究目的に掲げた課題１については，四元数射影空間 HPn の横断的複素部分多様体に関する基礎

理論を整備, 発展させ，2021年に論文として発表した (Tohoku Math. J.). その主な内容は，横断的

複素部分多様体を捉える基本的な不変量である 第 2基本形式の (2, 0)+ (0, 2)-part σ+ やガウス写像

S の定義及びその基本的な性質の解明，それらの不変量を用いた特別なクラスの横断的複素部分多

様体の特徴付けなどである．Bäcklund 変換に相当する変換の理論の構築や，Willmore汎関数に相

当するような新たな汎関数の導出については種々試みたが，良い結果に結びついておらず，さらなる

研究を必要とする課題である．

課題 2 については，四元数ケーラー対称空間である 結合的グラスマン多様体, 実グラスマン多様

体を対象に研究を進め次のような成果を得た．

(1) 結合的グラスマン多様体 : O を八元数環（あるいはケーリー代数）とする．O は，四元数体 H

を拡張したノルム代数で，積演算について結合法則は成り立たない．ImO を八元数の虚部からなる

部分空間とする．ImO は 7 次元ユークリッド空間 R7 と同一視される．ImO の向き付けられた 3 次

元部分空間で四元数体と同型となる O の部分代数の虚部となるものを結合的という．結合的部分空

間全体のなす集合を結合的グラスマン多様体といい，G̃rass(ImO) で表す．G̃rass(ImO) は 8 次元四

元数ケーラー対称空間となることが知られている．結合的グラスマン多様体について本研究で得られ

た主な成果は (i) 興味深い横断的複素部分多様体の構成，(ii) 6次元球面の部分多様体との関係の発

見 である．それぞれ論文 (Tsukuba J. Math. 2019, Kodai Math.J. 2020)として発表した．最初に

前者について述べる．W を ImO の 4次元部分空間とし，G̃r2(W ) を W 内の向き付けられた 2次元



部分空間のなすグラスマン多様体（4次元）とする．V ∈ G̃r2(W ) に対し，f(V ) を v1, v2, v1v2 で張

られた 向き付けられた 3 次元部分空間とする．ここで，{v1, v2} は V の正の向きの正規直交基底で，

v1v2 は八元数としての積である．f(V ) は結合的部分空間となり，f は G̃r2(W ) から G̃rass(ImO)

への写像を定める．

定理 1 f は横断的複素はめ込みである．さらに，ImO における W の直交補空間 W⊥ が結合的部

分空間であるとき， f は全複素、全測地的はめ込みになる．

これは興味深い例であり，幾何学的特徴付け等今後の研究の発展も期待できる．

次に 6次元球面の部分多様体との関係について述べる．S6 を ImO ∼= R7 における原点中心の単位

球面とする．S6 の各点 p の接空間 TpS
6 を ImO の部分空間と見て， x ∈ TpS

6 に対し，Jpx = px

(px は八元数としての積) とおいて TpS
6 の線形変換 Jp を定める．このとき，J は S6 に概複素構

造を定める．ImO の内積から誘導されるリーマン計量と合わせ，S6 は概エルミート多様体となる．

この概エルミート多様体は著しい性質をもち，多くの研究がなされている．結合的グラスマン多様

体と 6次元球面にはともに八元数環の自己同型群である G2 が作用し等質多様体になる. この状況を

受け, G2 が作用する 11 次元等質多様体 M̃(0)からこれらの 2つの多様体への G2 同変双ファイブ

レーションが構成できることを示した：

χ : M̃(0) → S6, π : M̃(0) → G̃rass(ImO)

この双ファイブレーションは 2つの多様体の幾何学を関係付ける興味深い役割を果たす.

定理 2 上のファイブレーションにおいて，各 p ∈ S6 に対し π(χ−1(p)) は G̃rass(ImO) の 5次元全

測地的部分多様体で，SU(3)/SO(3) に等長になる．各 ξ ∈ G̃rass(ImO) に対し χ(π−1(ξ)) は S6 の

3次元全測地的ラグランジュ部分多様体で，S3 に等長になる．

f : M → S6 を 3 次元多様体 M から S6 へのラグランジュはめ込みとする．このとき，ν(p) =

−Jf(p)df(TpM) は ImO の結合的部分空間になる．これより，写像 ν : M → G̃rass(ImO) を得る．

一種のガウス写像である．

定理 3 ν は調和写像である．

この事実は，S6 のラグランジュ部分多様体の研究，G̃rass(ImO) への調和写像研究に新たな視点，方

法をもたらすと思う．

(2) 実グラスマン多様体 : n 次元実ベクトル空間 Rn の向き付けられた 4 次元部分空間全体のなす

実グラスマン多様体 G̃r4(R
n) は四元数ケーラー対称空間となることが知られている．n 次元複素ベ

クトル空間 Cn の複素 2 次元部分空間で標準的な複素内積 〈 , 〉 を制限したとき零となるもの（等方
的部分空間）全体 H2(C

n) は（複素） 2n− 7 次元複素多様体となり，さらに正則接触構造をもつ．

H2(C
n) から G̃r4(R

n) への自然な射影が定義される．これは G̃r4(R
n) の四元数ケーラー構造に関す

るツイスターファイブレーションになっている．z21 + z22 + · · ·+ z2n−2 = 1 で定義される Cn−2 の複素

超曲面を CSn−3 で表し，複素球面と呼ぶ．CSn−3 には Cn−2 の複素内積から誘導された複素リー

マン計量が入り複素リーマン多様体になる．リーマン多様体の単位接ベクトル束上に定義される接

触構造のアナロジーとして，複素リーマン多様体の（複素リーマン計量に関する）単位正則接ベクト

ル束に正則接触構造が定義される．CSn−3 の単位正則接ベクトル束 S(T+CSn−3) は Cn−2 ×Cn−2

の余次元 3 の複素部分多様体と見ることができる：

S(T+
CSn−3) =

{
(z, ξ) ∈ C

n−2 × C
n−2 | 〈z, z〉 = 1, 〈ξ, ξ〉 = 1, 〈z, ξ〉 = 0

}
.

(z, ξ) ∈ S(T+CSn−3) に対し，t(tz,
√
−1, 0), t(tξ, 0,

√
−1) で張られる Cn の 2 次元部分空間を

ψ(z, ξ) とおく．ψ(z, ξ) は H2(C
n) の元になる．このようにして，写像 ψ : S(T+CSn−3) → H2(C

n)



が定義される． ψ は H2(C
n) の開部分多様体への正則同型写像であり，正則接触構造を保つ．M

を n − 4 次元複素多様体，ϕ : M → CSn−3 を非退化超曲面はめ込みとし，ξ を M 上の単位法

ベクトル場とする．このとき，ϕ̂ = (ϕ, ξ) は M から S(T+CSn−3) への正則はめ込みとなり，さ

らにルジャンドルはめ込みである．従って，ψ ◦ ϕ̂ は H2(C
n) へのルジャンドルはめ込みである．

π : H2(C
n) → G̃r4(R

n) をツイスターファイブレーションとすると次が成り立つ：

定理 4 上の設定で，ϕ̃ = π ◦ ψ ◦ ϕ̂ :M → G̃r4(R
n) は（半分次元）全複素はめ込みである．

この結果により，CSn−3 の複素超曲面の例の構成とそれらに対応する H2(C
n) のルジャンドル部

分多様体，G̃r4(R
n) の全複素部分多様体の幾何学的性質の解明が今後の興味深い課題となる．

本研究では続いて複素Lie 球面幾何学の視点から H2(C
n) のルジャンドル部分多様体に対する基礎

理論を構築した．最初に，基本図形となるルジャンドル部分多様体を構成する．κ ∈ Qn−2 = {[ζ] ∈
CPn−1 | 〈ζ, ζ〉 = 0} に対し，Q(κ) で κ を部分空間として含む 2 次元等方的部分空間全体を表す．

Q(κ) は n− 4 次元複素 2 次超曲面に正則同型で，H2(C
n) のルジャンドル部分多様体になる．これ

は（実）Lie 球面幾何学における Lie 超球面に相当する．

定義 M を n− 4 次元複素多様体とし，f : M → H2(C
n) をルジャンドルはめ込みとする．p を M

の点とする．0 でない k ∈ f(p) に対し，0 でない接ベクトル X ∈ TpM で df(X)k = 0 をみたすも

のが存在するとき，[k] ∈ Qn−2 を点 p での f の曲率球 といい，X を [k] に対応する主ベクトルと

いう．主ベクトルのなす部分空間の次元を曲率球 [k] の重複度という．

曲率球の性質に着目したルジャンドル部分多様体の特徴付けは興味深い問題と思う．重複度 n − 4

(= dimM)の唯 1つの曲率球をもつルジャンドル部分多様体は基本図形である複素 2 次超曲面 Q(κ)

の開部分多様体である．相異なる曲率球を 2つもつ場合についても研究した．そのモデルを示す：

V を Cn の非退化部分空間，V ⊥ を V の直交補空間とし，V, V ⊥ それぞれの次元を r + 2, s + 2

(r, s ≥ 1) とする．Qr, Qs を それぞれ射影空間 P (V ), P (V ⊥) の複素 2 次超曲面とし，正則写像

f : Qr ×Qs → H2(C
n) を f([z], [w]) = {z, w}

C
で定める．このとき，f は各点で重複度 s, r の相異

なる曲率球をもつルジャンドル埋め込みである．このモデルの特徴付けの結果を得た．

定理 5 f を n− 4 次元複素多様体 M から H2(C
n) へのルジャンドルはめ込みで，各点で重複度 s, r

(s+ r = n− 4)の相異なる曲率球を持つものとする．このとき，f の像は上で示された例 Qr ×Qs

に含まれる．

我々の示した定理の仮定には追加の条件が課されるがここでは省いた．

実グラスマン多様体に関わる本研究の成果は複素 Lie球面幾何学の視点による四元数微分幾何学研

究の先駆けとなるものである．等質全複素部分多様体の構成・分類等の課題への応用等今後の研究の

発展につなげたい．実グラスマン多様体について本研究で得られた結果は論文 [3] としてまとめ, 学

術雑誌に投稿中である．
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