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研究成果の概要（和文）：Schmidt氏との共同研究ではシュレディンガー作用素に対する熱の保存則が成立する
ための必要十分条件を得た．Math Ann．から出版された．Hua氏とWojciechowski氏との共同研究では連続体，お
よび離散グラフの上のラプラシアンの本質的自己共役性とL^2リュービル性の関係を明らかにし,JFAAから出版さ
れた．Hinz氏とSuzuki氏との共同研究ではコーシー境界が極になっていることが本質的自己共役性の必要十分条
件であることが示され，Non Linear Analysisから出版された． Inoue氏，Ku氏, Wojciechowski氏との共同研究
ではハンバーガー定理の別証を得た．

研究成果の概要（英文）：In collaboration with Schmidt, we defined the conservation law of heat for 
the Schrodinger operator and obtained necessary and sufficient conditions for the Kasiminski-type to
 be satisfied. This result was published in Math Ann. In collaboration with Hua and Wojciechowski, 
we clarified the relation between essential self adjointness and L^2 Liouville property for the 
Laplacian on continua and discrete graphs, and the results were published by JFAA. In collaboration 
with Hinz and Suzuki, it was shown that for a noncomplete Riemannian manifold obtained by removing 
compact and closed sets from a complete space, a necessary and sufficient condition for essential 
self adjointness is that the Cauchy boundary is polar at some appropriate capacity. These results 
have been published in Non Linear Analysis. In collaboration with Inoue, Ku, and Wojciechowski, we 
gave another proof of the classical Hamburger's theorem for the Laplacian over natural numbers. We 
submitted this result to a journal.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ラプラシアンの本質的自己共役性は対応するダイナミックスの境界や特異集合の付近での振る舞いが決定される
ことと同値であるため，解析学や幾何学における古くから研究をされている基本的な問題であるが，未だ分かっ
ていないことが多く，とりわけ，空間が非完備な場合には一般的な判断基準が存在しなかった．本研究課題では
この問題に対して出来るだけ一般的な状況で「コーシー境界が極」であることと，本質的自己共役性の関係を調
べることで迫った．連続体や離散空間を調べた結果，完全な回答を得られたわけではないが，今回調べた全ての
ケースにおいては，これらの概念は同地であることが明らかにされた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
研究開始当初の背景を説明するため，先ず問題の意義について説明し，次に研究開始当初の状
況について説明する。空間内のダイナミックスは数学や諸科学における中心的研究テーマの一
つであり，古来豊かな研究がなされてきた。ダイナミックスを決定する要素は空間の幾何学，
ダイナミックスを生成するエネルギー，空間の特異集合の近傍や無限遠方での振る舞いがあ
る。空間は連続体と離散空間に分類され，それぞれの代表的な例として，リーマン多様体とグ
ラフがある。エネルギーの代表例な形態として運動エネルギーとポテンシャルエネルギーがあ
り，運動エネルギーに対応する作用素はラプラス作用素，そこにポテンシャルエネルギーが加
わると，対応する作用素はシュレディンガー作用素である。空間の有界な領域における振る舞
いはエネルギー / 作用素の形で決定され，空間の特異集合の付近や無限遠方におけるダイナミ
ックスの振る舞いは作用素の自己共役拡張で決定される。作用素の自己共役拡張が唯一である
とき，作用素は本質的自己共役であるという。すなわち，空間の全ての有界な領域の情報（内
部構造という）でダイナミックスが完全に決定されることと作用素が本質的自己共役であるこ
とは同値である。それゆえ，ラプラス作用素や，その一般化であるシュレディンガー作用素の
本質的自己共役性を理解することは極めて重要である。 
 以下，研究開始当初（2018 年）の状況について説明する。完備リーマン多様体のラプラシア
ンは本質的自己共役であることが 1970 年代から 1980 年代にかけて Chernoff や Strichartz ら
により様々な手法で示された。完備リーマン多様体のシュレディンガー作用素に関しては
Braverman-Milatovic-Shubin（2002）の研究成果がある。完備グラフのラプラシアンは本質的
自己共役であることは 2013 年に Masamune, etcl により証明された。すなわち，空間が連続
体，離散空間であるに関わらず，ラプラシアンから生成されるダイナミックスの無限遠での振
る舞いは，空間の内部構造で完全に決定されることが分かる。一方，非完備なリーマン多様体
の場合は，本質的自己共役性の問題は格段に難しくなる。非完備の場合については，ユークリ
ッド空間から一点を取り除いて得られる非完備空間に対する Kato らの研究成果，Colin de 
Verdie による多様体への一般化（Gaffneyや Cheeger，Li-Tian らによる本質的自己共役性より
真に弱い研究成果），Boscain-Prandi による回転対称多様体に対する非完備多様体に対する研
究成果がある。しかしながら，非完備なリーマン多様体の本質的自己共役性に関しては体系的
な研究は成功しておらず，実質的に，リーマン多様体やグラフのラプラシアンが本質的自己共
役であるための十分条件としては空間が完備であること以外には何も知られていない。 
 
２．研究の目的 
１. において述べた通り，ラプラス作用素や，その一般化であるシュレディンガー作用素の本
質的自己共役性を理解することは重要な課題であるにも関わらず，リーマン多様体やグラフの
ラプラシアンが本質的自己共役であるための十分条件としては空間が完備であること以外には
殆ど何も知られていない。本研究課題では，一般の非完備リーマン多様体やグラフのラプラシ
アン，およびシュレディンガー作用素の本質的自己共役性とそれに関連する事項に関する理解
を深めることを目標とした。より具体的には，（1）一般の非完備リーマン多様体で定義された
ディリクレ境界条件をもつシュレディンガー作用素により生成されるダイナミックスの保存則
の特徴づけ，（2）一般の非完備リーマン多様体や非完備グラフのラプラシアンの本質的自己共
役性と L2-リュービル性（二乗可積分の調和関数は定数になる性質）との関係の解明，（3）完
備リーマン多様体やその一般化である距離測度空間の部分集合に関する容量の研究と，その応
用として，これらの空間から閉部分集合を取り除いて得られる非完備な空間で定義されるラプ
ラシアンの本質的自己共役性の決定することを目標にした。 
 
３．研究の方法 
以下に，２．において説明した研究目的を達成するため研究目標（1）（2）（3）の研究方法に
ついて説明する。 
（1）について （従来から研究されてきた）ラプラシアンに関する先行研究を参考に研究を行
う。ポテンシャルは粒子の消滅・生成として作用するため，シュレディンガー作用素により生
成されるダイナミックスは古典的な意味では保存的ではない。それゆえ，先ず保存性の定義を
適切に一般化することを試みる。次にラプラシアンの場合の保存則の特徴づけの一つであるカ
シミンスキー・テストを，ポテンシャル付きの場合に拡張することを試みる。最後にその一般
化されたカシミンスキー・テストを用いて，シュレディンガー作用素により生成されるダイナ
ミックスの保存則を決定する。 
（2）について 対称作用素が本質的自己共役であることと，一般化された固有関数が自明であ
ることが同値であることを用いて，スペクトルギャップがある（つまり，ポアンカレ定数が正
である）状況下で，ラプラシアンの本質的自己共役性と L2-リュービル性の関係を明らかにす
ることを目指す。スペクトルギャップについてはグリーン関数と容量の関係を用いて空間に再



帰性がない場合を詳細に調べることにする。（2）については，空間はリーマン多様体とグラフ
を同時に扱うことにするが，共通する関数解析的な議論とそれぞれの空間に固有な性質を分け
て議論をする予定である。 
（3）について ラプラシアンの本質的自己共役性より真に弱い性質として，ラプラシアンのマ
ルコフ拡張の一意性という概念が知られている。マルコフ拡張の一意性は空間の特異集合の容
量が 0，もしくは無限大であることで特徴付けられることが知られている。そこで，本質的自
己共役性を特徴づける可能性がある容量を検討する。具体的にはポテンシャル関数を用いて定
義する容量と従来用いてきた容量にラプラシアンから由来する量を追加した容量の二つを調べ
ることにする。次に，これらの容量と本質的自己共役性の関係を明らかにし，容量が 0になる
ための必要十分条件をフラクタル次元で得ることを目標とする。 
 
４．研究成果 
 
上述した問題（1）〜（3）に関連する研究成果として以下を得た。（1）については，一般化さ
れた保存則を定義し，また，それと一般化されたカシミンスキー・テストが同値であることを
証明した。さらに，一般化されたカシミンスキー・テストを用いることで，従来の保存則の限
界である体積増大条件を超えた多様体に対してもポテンシャルを調整することで一般化された
保存則が成立することを示した。（2）については，ラプラシアンの本質的自己共役性と L2-リ
ュービル性の関係を明らかにした。この結果は非常に一般的な状況でも成立するゆえ，この定
理を基にしてリーマン多様体とグラフの両方に適用することで，（3）においてより一般的な状
況で証明された結果をグリーン関数などにより具体的な証明を与えた。（3）については，リー
マン多様体や距離測度空間上に２つの容量を定義して，それらが同値であることを示した。さ
らに，その一方の容量を用いてラプラシアンの本質的自己共役性を特徴付けし，また，もう一
方の容量を用いて定量的な評価を得ることに成功した。これらの結果を合わせることで，ラプ
ラシアンの本質的自己共役性が成立するための条件を特異集合のフラクタル次元で得ることが
できた。 
 
以上の研究成果，および関連する結果は以下の査読付きの国際専門誌から発表された。 
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