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研究成果の概要（和文）：ハンドル体結び目とは３次元球面に埋め込まれたハンドル体のことです。種数１のハ
ンドル体結び目は通常の結び目に対応しているので、ハンドル体結び目の概念は結び目の概念の自然な一般化に
なっています。本研究の研究成果は次にあげる通りです：ハンドル体結び目のＭＣＱアレクサンダーイデアルを
定義しました。カンドルアレクサンダーペアからＭＣＱアレクサンダーペアを得る方法を提供しました。ここ
で、ＭＣＱアレクサンダーペアはＭＣＱねじれアレクサンダーイデアルを定義するのに使われる写像の組のこと
です。

研究成果の概要（英文）：A handlebody-knot is a handlebody embedded in the 3-sphere. The notion of a 
handlebody-knot is a natural generalization of that of a knot, since a genus one handlebody-knot 
corresponds to a usual knot. The results of this study are as follows: We defined an MCQ twisted 
Alexander ideal of handlebody-knots. We present a method to obtain an MCQ Alexander pair from a 
quandle Alexander pair, where an MCQ Alexander pair is a pair of maps that is used to define an MCQ 
twisted Alexander ideal.

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： 結び目理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
結び目理論はひもという素朴なものを媒体に、空間の形やＤＮＡ、暗号理論など様々な分野と関わりを持ってい
ます。ハンドル体結び目理論は結び目理論の一分野で、空間に埋め込まれたハンドル体を研究対象にします。結
び目は粒子の運動の軌跡と捉えることができますが、ハンドル体結び目はこれらの粒子に分裂・合体を許したも
のに対応します。二つのハンドル体結び目を判別するために不変量が必要になりますが、本研究ではＭＣＱアレ
クサンダーイデアルと呼ばれる不変量を構築しました。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) ハンドル体結び目 
 
３次元球面に埋め込まれたハンドル体をハンドル体結び目と言い、複数のハンドル体を３次元
球面に埋め込んだものをハンドル体絡み目と言います。種数１のハンドル体結び目は通常の結
び目（円周の３次元球面への埋め込み）に対応するので、ハンドル体結び目理論は結び目理論の
一般化と言えます。補空間の基本群が同型なハンドル体結び目を区別する不変量が待ち望まれ
ていました。 
 
(2) カンドルと多重共役カンドル 
 
結び目の初等的な不変量にＦｏｘ彩色不変量があります。結び目のダイアグラムに対するライ
デマイスター変形を公理化して得られる代数であるカンドルを用いて、Ｆｏｘ彩色不変量はカ
ンドル彩色不変量に一般化されます。特に、群に共役演算を与えるとカンドルになり、この場合
のカンドル彩色不変量は群表現の個数に一致します。ハンドル体結び目のダイアグラムに対す
るライデマイスター変形を公理化すると、多重共役カンドルとよばれる部分的な積構造を持つ
カンドルが得られます。カンドルは結び目の完全不変量として知られていますが、多重共役カン
ドルがハンドル体結び目に対してどのくらい有効であるかは分かっていませんでした。 
 
(3) 拡大アレクサンダー不変量 
 
アレクサンダー多項式は結び目補空間の被覆空間のホモロジー群が持つ加群構造を用いて定義
されます。この構造を結び目補空間の基本群から取り出すのに使われるのがＦｏｘ微分になり
ます。このＦｏｘ微分はカンドルに対して拡張され、カンドル版のＦｏｘ微分を用いて結び目の
拡大アレクサンダー不変量が定義されたところでした。また、結び目の拡大アレクサンダー不変
量はねじれアレクサンダー不変量とカンドルコサイクル不変量を復元することも分かっていま
した。 
 
２．研究の目的 
 
ハンドル体結び目に対して拡大アレクサンダー不変量を構成し、ハンドル体結び目の性質を解
明するのに役立てることが研究の目的でした。 
 
(1) 多重共役カンドル版の拡大アレクサンダー不変量 
 
カンドルは結び目のアーク彩色に関する普遍的な代数であり、多重共役カンドルはハンドル体
結び目のアーク彩色に関する普遍的な代数です。カンドル版のＦｏｘ微分を用いて定義された
結び目の拡大アレクサンダー不変量を、多重共役カンドル版のＦｏｘ微分を用いてハンドル体
結び目に対しても構成することは研究の目的の一つでした。 
 
(2) 多重共役カンドルのアレクサンダーペア 
 
ハンドル体結び目の拡大アレクサンダー不変量を定義するのに用いられる多重共役カンドル版
のＦｏｘ微分には多重共役カンドルのアレクサンダーペアが必要になります。多重共役カンド
ルのアレクサンダーペアは多重共役カンドルの線形拡大やアフィン拡大に対応して決まります。
多重共役カンドルのアレクサンダーペアを探し、ハンドル体結び目の性質を明らかにすること
は研究の目的の一つでした。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 多重共役カンドル版の拡大アレクサンダー不変量 
 
アレクサンダー型の不変量は、群やカンドルの表示から群やカンドル版のＦｏｘ微分を用いて
行列を求め、小行列式たちで生成されるイデアルや最大公約数によって定義されます。多重共役
カンドル版の拡大アレクサンダー不変量を構成するために、まず多重共役カンドルの表示の定
義を目指しました。また、多重共役カンドルの表示がいつ同型な多重共役カンドルを表すかを明
らかにする必要もありました。 



 
(2) 多重共役カンドルのアレクサンダーペア 
 
多重共役カンドルのアレクサンダーペアは多重共役カンドルの線形拡大やアフィン拡大に対応
して決まるので、多重共役カンドル間の適切な全射を探すことを目指しました。また、多重共役
カンドルのコサイクルがカンドルのコサイクルの多重化によって得られていたので、多重共役
カンドルのアレクサンダーペアに対してもカンドルのアレクサンダーペアの多重化によって得
る方法も目指しました。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 多重共役カンドルの表示 
 
群やカンドルの場合には適切な正規部分群や同値関係で割るだけで表示の定義を得ることがで
きましたが、多重共役カンドルの場合には同値関係で割っても多重共役カンドルが得られると
は限らず、擬多重共役カンドルの概念と擬多重共役カンドルから多重共役カンドルを得るため
の閉包操作を開発することで多重共役カンドルに対して表示の概念を定式化しました。 
 
(2) 多重共役カンドル版の拡大アレクサンダー不変量 
 
研究期間中にアフィン拡大に対応したカンドル版の拡大アレクサンダー不変量が、線形拡大に
対応したカンドル版の拡大アレクサンダー不変量とコサイクル不変量に分離されることが分か
ってきました。多重共役カンドル版の拡大アレクサンダー不変量に対しても同様のことが分か
ったので、線形拡大に対応した多重共役カンドル版の拡大アレクサンダー不変量の構成に集中
し、多重共役カンドルねじれアレクサンダーイデアルの定義に成功しました。 
 
(3) 多重共役カンドルのアレクサンダーペア 
 
多重共役カンドルを組織的に構成する方法としてカンドルのＧ族を用いる方法があります。カ
ンドルのＧ族は群Ｇによる演算の族を与えたカンドルのことで、特に、任意のカンドルはカンド
ルのＺ族の構造を持つので、カンドルのＧ族の例はたくさんあります。カンドルのＺ族を用いて
得られる多重共役カンドルのアレクサンダーペアを、もとのカンドルのアレクサンダーペアか
ら構成する方法を確立しました。また、その構成方法が適用可能であるための十分条件も明らか
にしました。このようにして得られた多重共役カンドルのアレクサンダーペアの中に、補空間が
同型な基本群を持つハンドル体結び目を区別することのできるものを発見しました。系として、
ハンドル体結び目の基本多重共役カンドルの同型類が補空間の基本群の同型類より真に強いこ
とを示しました。 
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