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研究成果の概要（和文）：(1) Darondeau－Pragaczによる，常コホモロジー論における旗束のGysinの公式を複
素コボルディズム論へ拡張した。また，Darondeau－Pragaczにより導入された二次的Schur関数の拡張である普
遍二次的Schur関数を導入し，その母関数表示やいくつかのGysinの公式を与えた。(2) 通常のHall－Littlewood
多項式の拡張である普遍階乗的Hall－Littlewood P, Q-関数を導入し，複素コボルディズムにおけるGysinの公
式を応用して，その母関数表示を与え，これを用いてSchur S-, Q-多項式の行列式公式やパフィアン公式の簡潔
な証明を与えた。

研究成果の概要（英文）：(1) We generalized the Gysin formulas for flag bundles in the ordinary 
cohomology theory, which are due to Darondeau-Pragacz, to the complex cobordism theory. Then, we 
introduced the universal quadratic Schur functions, which are a generalization of the quadratic 
Schur functions introduced by Darondeau-Pragacz, and established some Gysin formulas for them as an 
application of our Gysin formulas. (2) We introduced a generalization of the ordinary 
Hall-Littlewood  P- and Q-polynomials, which we called the universal factorial Hall-Littlewood P- 
and Q-functions, and characterized them in terms of our Gysin formulas in complex cobordism. As an 
application of our Gysin formulas in complex cobordism, we gave generating functions for the 
universal factorial Hall-Littlewood  P- and Q-functions. Using our generating functions, classical 
determinantal and Pfaffian formulas for Schur S- and Q-polyomials, and their K-theoretic or 
factorial analogues can be obtained in a simple and unified manner.

研究分野：幾何学

キーワード： トポロジー　幾何　複素コボルディズム　シューベルト・カルキュラス　Schur S-, P, Q-関数　Hall--
Littlewood関数　Gysin写像

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
通常のHall－Littlewood多項式はSchur S-多項式とSchur P, Q-多項式を補間する対称多項式であり，表現論や
組合せ論において重要な役割を演じるものである。本研究の特色は，これを旗束のGysin写像を通して幾何的に
捉えた点にある。幾何的・位相的な観点に立つことで，形式群を利用した幾何的にも意味のある拡張が可能とな
った。また，Darondeau－Pragaczの公式の複素コボルディズム版を利用することにより，拡張された
Hall－Littlewood関数の母関数表示が得られ，Schur S, Q-多項式等の行列式公式やパフィアン公式を統一的な
方法により導出することができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
トポロジーと対称関数との間には古くから密接な関係があることが知られている。最も典型的

な例としては，複素ベクトル束のChern類(特性類)が挙げられるであろう。これらは，ベクトル

束の分裂原理を通して，Chernルートたちの基本対称式で与えられる。この事実は，ホモトピー

論的には，無限ユニタリー群U(∞)の分類空間BU(∞)のコホモロジー環H*(BU(∞))と対称関数の

なす環Λ=Symとの間の，整数環Z上の可換かつ余可換なHopf代数としての同型として理解するこ

とができ，BU(∞)のコホモロジー環H*(BU(∞))が，対称関数環Λ=Symという代数的・組合せ論に

由来するHopf代数の「位相的なモデル」を与えていると見なすことができる。さらに，この対応

により，Schur関数とGrassmann多様体のコホモロジーのSchubert類とが対応していることが知ら

れている。このようにして，代数的・組合せ論的対象であるΛ=Symを，その位相的モデルである

BU(∞)のコホモロジー環を利用して，幾何的・位相的な手法により研究することが可能となり，

逆に，幾何的・位相的な対象であるBU(∞)を，代数的・組合せ論的な手法により研究することも

可能である。このような例は他にも数多く見られ，例えば準対称関数環QSym の構造に関する

Ditters の予想(1972年) が, その位相的モデルを利用したトポロジーの手法を用いて証明され

たことは記憶に新しい(Baker－Richter (2008年))。 研究代表者である中川は，研究分担者で

ある成瀬弘氏との共同研究の中で，古典的なSchur多項式について知られている種々の結果が，

常コホモロジー論(これは加法的形式群に対応する)に対応するものであるという視点に立ち，

これを，より一般の「複素向け付け可能な一般コホモロジー論」，取り分け「普遍性」をもつ複

素コボルディズム論(これは普遍形式群に対応する)へ拡張することを試み，通常のSchur S, P, 

Q-関数の「普遍版」である「普遍階乗的Schur S, P, Q-関数」を導入して，これらを用いて無限

シンプレクティック群や無限特殊直交群上のループ空間の，複素向き付け可能な一般(コ)ホモ

ロジーの記述を与えた。 

 
 
２．研究の目的 
 
代数学・表現論・組合せ論において重要な研究対象であるHopf 代数は，その起源を，1940 年

代のHopfによるリー群のコホモロジーの研究，1950 年代のSerre によるH-空間の研究といった

トポロジーにもつ。しかしながら，代数学・組合せ論といった代数的な視点と幾何学・トポロ

ジーといった幾何的な視点の双方を見据えた研究が積極的になされてきたとは言い難い。例え

ば，代数学・組合せ論で重要な研究対象である対称関数環Λ=SymはZ 上の可換かつ余可換な

Hopf 代数の構造をもつ。一方，トポロジーで重要な研究対象である無限ユニタリー群の分類空

間はH-空間の構造をもち，その整数係数コホモロジー環H*(BU(∞)) はHopf 代数としてΛ=Sym

と同型である。この事実は古くから知られているが，このことを積極的・本質的に利用した研

究はそれ程多くはないと思われる。本研究の目的は，代数学・組合せ論に登場する様々な「(組

合せ論的) Hopf 代数」(例 Λ=Sym) に対して，その「位相的モデル」(例 H*(BU(∞))) を与

え，組合せ論とトポロジー双方の手法を活用して，それらの構造を解明することである。 

 
 
３．研究の方法 
 

通常の Hall－Littlewood 多項式を，ベクトル束に付随する旗束の射影から誘導される，コホモ

ロジーの Gysin 写像を通して幾何的に捉えることにより，幾何的・位相的な手法が適用できる。

例えば，通常のコホモロジー論が加法的形式群に対応する一般コホモロジー論の一つであるこ



とに着目すると，より一般の形式群，中でも乗法的形式群や普遍形式群に対して，それぞれ対応

するコホモロジー論であるK-理論や複素コボルディズム論の中でHall－Littlewood多項式の拡

張を考えることができる。また，Gysin 写像の記述には，Becker－Gottlieb のトランスファー

(移送準同型)などトポロジーの手法を利用することができる。さらには，代数学や組合せ論で研

究されている重要な Hopf 代数である対称関数環Λ=Sym には，その位相的モデルとして，BU(∞)

のコホモロジー環を取ることができ，この他，非可換対称関数環 NSym や準対称関数環 QSym 等

も，空間の(コ)ホモロジーとして実現できることが知られており，このような位相的モデルを通

して，幾何的・位相的手法を用いて，これらの Hopf 代数を研究することが可能となる。 

 
 
４．研究成果 
 

(1) Darondeau－Pragaczによる，複素ベクトル束(A, B, C, D型)に付随する旗束のGysinの公式

(常コホモロジー論の場合)を，一般コホモロジー論，その中でも普遍性をもつ複素コボルディ

ズム論へ拡張することができた。また，Darondeau－Pragaczが導入した「二次的Schur関数 」

の複素コボルディズム版である「普遍二次的Schur関数」を導入し，その基本的な性質を調べ，

Pragacz－Ratajskiの公式の複素コボルディズム版を得た。さらには，普遍形式群を乗法的形式

群に特殊化することにより，「K-理論二次的Schur関数」を導入し，Darondeau－Pragaczの公式

のK-理論版を利用することにより，その行列式公式を得ることができた。これらの結果をまと

めた論文「Darondeau--Pragacz formulas in complex cobordism」(arXiv:1910.03649)は雑誌

Mathematische Annalenへ掲載される予定である。 

 

(2) Hall－Littlewood多項式の「普遍かつ階乗版」である「普遍階乗的Hall－Littlewood P, 

Q-関数」を導入し，複素コボルディズム論におけるDarondeau－Pragaczの公式を利用すること

により，その母関数表示を得ることができた。母関数表示を利用することにより，Schur多項

式，Grothendieck多項式の行列式公式，およびSchur Q-多項式，K-理論的Schur Q-多項式のパ

フィアン(Paffian)公式等を統一的な方法で求めることができる。さらに，「双対Grothendieck

多項式」の母関数表示および「双対K-理論的Schur P-, Q-関数」の母関数表示の予想式を立て

ることができた。これらの結果は，論文「Generating functions for the universal 

factorial Hall--Littlewood P- and Q-functions」(arXiv:1705.04791)にまとめられている

(現在，投稿中)。 

 

(3) これらの研究を進める過程で，ベクトル束に付随する旗束に関連する Gysin の公式とその

具体的な表示である Darondeau－Pragacz の公式，トーラス同変コホモロジー論における Atiyah

－Bott－Berline－Vergne の公式と，それを留数で表示する留数公式の関係を調べ，K-理論の場

合の予想式を立てることができた。その特別な場合として，Buch による 1 行の分割に対する

Grothendieck 多項式の表示が直ちに得られる。また，これと関連して，Schur 関数についての

Gustafson－Milne 型の等式，Chen－Louck の補間公式，Hiep の公式，Feher－Nemethi－Rimanyi

の公式，Grothendieck 多項式についての Guo－Sun の公式について調べ，これらが複素コボルデ

ィズムにおける Darondeau－Pragacz の公式から統一的に導かれることを確認した。さらに，こ

れら一連の Gysin の公式は，トーラス同変コホモロジーにおける Atiyah－Bott－Berline－

Vergne の公式や Bott の留数公式，さらには Zielenkiewicz, Weber－Zielenkiewicz, Allman－

Rimanyi, Rimanyi－Szenes による多重留数公式などと密接に関連しており，相互の関係を明ら



かにする必要があるが，これに関して部分的な結果を得ている。さらには，多様体の特性数の計

算への応用についてもいくつか考察を進めた。 

 
(4) 等質空間のコホモロジーに関連する研究も継続し，西本哲氏の協力を得て,いわゆる
Rosenfeld 平面の一つである例外型既約対称空間 EVI の 8 次 Stiefel－Whitney 類が 0 でないこ
とを示し，EVI が(R. Hoekzema の意味で)4-向き付け可能でないことを示した。 
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