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研究成果の概要（和文）：金属強磁性の起源に関する数学的な理解は現時点でも不十分である．本研究では，金
属強磁性の理論における基礎的な定理(Marshall-Lieb-Mattisの定理，Nagaoka-Thoulessの定理，Liebの定理)を
統一的に記述することができる数学的な枠組みを作用素環論と作用素不等式を用いて構成した．一方で，Kondo
格子模型やAnderson模型で記述される多電子系がフォノンと相互作用をしても，基底状態の磁気的な特性は安定
であることを証明した．これらの結果を，先述の統一的な枠組みを用いた俯瞰的な視点により解析し，
Marshall-Lieb-Mattisの定理との関連性を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：The mathematical understanding of the origin of metallic ferromagnetism 
remains insufficient at present. In this study, we constructed a mathematical framework using 
operator algebra and operator inequalities that can uniformly describe the fundamental theorems in 
the theory of metallic ferromagnetism, including Marshall-Lieb-Mattis' theorem, Nagaoka-Thouless' 
theorem, and Lieb's theorem. On the other hand, we proved that the magnetic properties of the ground
 state remain stable even when many-electron systems described by the Kondo lattice model or 
Anderson model interact with phonons. These results were analyzed from an overview perspective using
 the aforementioned unified framework and the relationship with Marshall-Lieb-Mattis' theorem was 
clarified.

研究分野： 数理物理学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
これまでの金属強磁性に関する理論研究では，個々の模型を解析することが中心で，普遍的な構造を数学的に解
明する試みはほとんどなかった．本研究では，多電子系を記述する様々な模型の基底状態が持つ共通の数学的構
造を解明することで，磁気秩序の安定性に関する新しい知見を得た．その数学的構造の記述には，作用素環論，
特にstandard formの理論が有効であることが判明した．このことは，関連がほとんど意識されていない分野へ
作用素環論が応用可能であることを意味し，今後の発展が期待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
金属強磁性の起源は現在でも完全に理解できたとは言い難い．理論物理学における研究は，数学
的に正当化されない近似計算や，数値計算によるものが大多数であり，厳密な数学に基づいた研
究は多くはない． 
 
研究開始当初，金属強磁性の理論研究において知られていた厳密な結果は，Marshall-Lieb-
Mattis の定理，Nagaoka-Thouless の定理，Lieb の定理，Mielke-Tasaki の flat band 理論であ
った．これら基本的な定理の証明方法を異なる模型に応用し，類似の結果を導くことにより，金
属強磁性の厳密解析は主に進んできていた．特に，Kondo 格子模型，周期的 Anderson 模型に
Lieb のスピン鏡映正値性を適用し，これらの模型の基底状態の磁気特性を明らかにした Tian, 
Shen, Ueda, Tsunetsugu, Sigrist 等による１９９０年代の一連の研究により，金属強磁性の厳
密解析は大きく進展したといえる． 
一方で，これらの定理の間の関連については，各定理の証明方法に類似性が認められる程度で，
よく分かっておらず，この分野の研究者の問題意識にはなかったようである． 
 
 
２．研究の目的 
（１）背景で述べた４つの定理を統一的に記述する数学的枠組みを構成する．背景で述べたよう
に，４つの定理の証明方法は，様々な模型に適用できる．そのため，統一的な数学的構造を解明
する研究は，金属強磁性の背後にある普遍性を数学的に記述することに他ならない． 
 
（２）背景で述べた４つの定理の安定性を数学的に解析する．より正確には，多電子系とフォノ
ンや量子電磁場に代表される環境系との相互作用を考え，４つの定理がこれらの相互作用を考
慮しても成り立つかどうかを調べる．現実の磁石が環境と相互作用していても安定であること
は日常経験から明らかなため，４つの定理は環境系との相互作用の下でも安定であることが予
想される． 
 
（３）（２）で得た諸結果を，（１）で得たより広い視点に立って解釈する．この研究は，新しく
得られた結果が既存の研究成果とどのように関連しているのかを数学的に明確にすることに対
応する．背景で述べたように，これまでの研究が，単なる知識の集積であったことを反省し，こ
こでは様々な研究成果との関連性に注目し，そこから更に新しい知見を導くことを目指す． 
 
 
３．研究の方法 
本研究の特徴は，作用素環論における富田・竹崎理論及び，Haagerup による standard form を
用いる点にある．加えて，von Neumann 環論における条件付き期待値の理論も応用する．筆者
のこれまでの研究により，基底状態の磁気構造が，standard form 理論における positive cone
で記述されることを突き止めた．本研究ではこの方向性を更に発展させる．加えて，具体的な模
型の解析においては作用素不等式理論及び確率論を応用する． 
少し詳しく説明すると，電子・環境相互作用系の基底状態の磁気特性を明らかにするためには，
系を記述するハミルトニアンの熱半群を解析することになる．一般に，熱半群を汎関数積分表示
すると確率論を用いた様々な解析が可能になることが知られている．本研究で解析するハミル
トニアンが生成する熱半群は既存の確率論的な記述のみでは取り扱いが難しく，作用不等式と
確率論を組み合わせることによりその数学的構造の解析が可能となる．更に強調したいのが，こ
こで用いる作用素不等式とは，通常の関数解析の教科書などで取り上げられる作用素不等式で
はなく，positive cone により誘導される順序構造を保存する意味での作用素不等式である．こ
の不等式理論の電子・環境相互作用系への応用も，このプロジェクトの特徴の一つであると言え
る．この不等式の数学的な取り扱いと多電子系への応用法は，筆者がこれまでの研究でノウハウ
を蓄積してきており，このプロジェクトを通じて理論を更に発展させ，新しい応用法を開拓する
ことも目的の一つである． 
このように，本研究は方法論においても，数学的に広い分野が関連する総合的な研究プロジェク
トである． 
 
 
４．研究成果 
（１）基底状態の磁気秩序を統一的に記述する枠組みの構成に関しては，以下の結果を得た． 
安定性クラスと呼ばれるハミルトニアンからなる集合を構成した．このクラスに属するすべて
のハミルトニアンは基底状態に共通の磁気的性質を有する．この論文で提示した理論は，当該分
野の研究者にはこれまでに明確に意識されていなかった新しいものであり，多電子系の基底状



態が有する，普遍的な構造の一部を数学的に明確に表現したものである．この論文は，試論的な
性格が強いが，今後の研究の方向性が明らかになった． 
各安定性クラスは，代表となる単純な形のハミルトニアン（代表ハミルトニアン）により特徴づ
けられる．代表ハミルトニアンにより記述される系の物理量を記述する von Neumann 環には，
standard form が付随する．この standard form に関する positive cone により，安定性クラス
に属するハミルトニアンの基底状態の磁気特性は記述することが出来る．ここで問題となるの
は，このクラスに属するハミルトニアンは，様々なヒルベルト空間に作用し，代表ハミルトニア
ンと同じヒルベルト空間には作用しない．そのため，同じ positive cone による基底状態の特徴
付けは出来ない．本研究では，この問題を作用素環論における条件付き期待値を用いて解決した． 
作用素環論における条件付き期待値とは，異なるヒルベルト空間上の von Neumann 環の間の関
連を記述する理論である．条件付き期待値（の理論）を応用することにより，安定性クラスに属
するハミルトニアン達の為すネットワーク構造が明確になった．これが，上に述べた多電子系の
基底状態が有する，普遍的な構造の記述の概略である． 
 
 
 
（２）1. 基底状態の磁気構造の安定性の研究については，以下の結果を得た．まず， Hubbard
模型の基底状態の磁気的な性質は，フォノンとの相互作用の下で安定であることを証明した． 
詳細は下記の通りである：1989 年に Lieb はスピン鏡映正値法を用いて，half-filling におけ
る Hubbard 模型の基底状態は基本的に一つしかなく，さらに基底状態のスピン量子数は考えて
いる格子の構造により定まることを明らかにした．このプロジェクトでは，電子・格子相互作用
系を記述する，Holstein-Hubbard 模型を解析し，その基底状態が基本的に一つしかなく，さら
に，そのスピン量子数が Lieb の定理と同じ値になることを解明した．Lieb による証明方法は，
Holstein-Hubbard 模型に対しては適用が難しいことが知られていた．この問題を解決するため
に，筆者は Holstein-Hubbard ハミルトニアンが生成する熱半群の性質を，汎関数積分法と順序
を保存する作用素不等式理論を併用することにより詳細に調べた．その結果，熱半群の
erogodicity の証明が可能となり，このことと Perron-Frobenius-Faris の定理を応用すること
により，基底状態の一意性を証明した．基底状態のスピン量子数の決定に際しては，overlap 法
と命名した新たな手法を開発した．この手法は単純だが汎用性があり，様々な模型に対して適応
可能である． 
 
2. Nagaoka-Thouless の定理の有限温度版である，Aizenman-Lieb の定理が電子格子相互作用の
もとでも安定であることを証明した．ここでの問題は，電子・格子相互系の分配関数に関する汎
関数積分表示を構成することである．この研究では，場の量子論で発展していたループ空間上に
おけるボーズ場の汎関数積分表示と，グラフ上のラプラシアンが生成する熱半群に関する
Poisson 過程を用いた汎関数積分表示を組み合わせることにより，この困難を乗り越えることに
成功した．ここでの構成法は，SU(N)模型など，様々な模型に対して適応可能である． 
 
3. 周期的 Anderson 模型と近藤格子模型の基底状態の磁気的性質がフォノンとの相互作用の下
でも安定であることを明らかにした． 
周期的 Anderson 模型及び近藤格子模型の基底状態の解析は，Sigrist, Ueda, Tunetsugu により
なされていた．彼等の証明方法は，Lieb によるスピン鏡映正値法をそれぞれの模型に上手く適
応させることによる．Holstein-Hubbard 模型の結果の説明の際にも述べたが，電子・格子相互
作用系に対しては，Lieb による手法は応用が難しい．そこで，共著者の冨永氏と共に筆者が開
発した手法を更に発展させることにより，これらの模型を記述するハミルトニアンが生成する
熱半群が ergodic であることを証明した．さらに，(1)で述べた一般論の枠組みにおける得られ
た諸結果の意味づけを行った．その結果は興味深いもので，ここで得られた基底状態の情報は，
すべて反強磁性的 Heisenberg 模型の基底状態の構造に由来することが数学的に明確になった． 
 
（３）この研究で開発した数学的なアイデアや技巧を用いて，場の量子論及びシュレーディンガ
ー作用素の解析を行い，論文として発表した． 
 
１．シュレーディンガー作用素への鏡映正値性の応用は，これまでになかった新しい試みである． 
筆者はシュレーディンガー作用素の基底状態期待に関する相関構造を鏡映正値性と作用素不等
式理論を駆使して明らかにした．さらに，基底状態がポテンシャルの変動に対してどのように反
応するのかを解析した． 
 
２．Nelson 模型と呼ばれる，場の量子論で活発に研究されている模型に対して，このプロジェ
クトで開発した作用素不等式の理論を応用し，1970 年代以来未解決であった問題を解決した．
Nelson 模型は，紫外切断を除く過程においてエネルギーの繰り込みをすることにより定義され
る模型であるため，その解析が難しいことが知られている．Froehlich は 1970 年代初頭に，こ
の模型を詳しく解析した．その論文の中で，基底状態の一意性を予想していた．筆者はこの予想
を作用素不等式理論と von Neumann 環論で良く知られている富田・竹崎理論を組み合わせて応



用することにより解決した．得られた結果は２部に分けて出版されており，第１部は予想の解決，
第２部は抽象論の構成し第１部の結果を拡張している． 
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