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研究成果の概要（和文）：タイヒミュラー空間の研究を行った。適切に選んだ閉測地線の長さを用いたトレース
関数の組はコンパクト双曲曲面のタイヒミュラー空間の大域的座標系を与え，かつ写像類群を有理変換群に表現
する。このことの応用として，2つ穴あきトーラス群のSL(2,R)の行列表現と写像類群の有理変換群表現を具体的
に得た。
牛島顕氏との共同研究でフックス群のディリクレ基本領域の研究を行った。辺の数が極大数でないディリクレ基
本領域の基点は「除外的」で呼ばれるが，第1種有限生成フックス群に対して「除外点」の集合が非可算無限集
合であることを証明した。これは放物型元を含まないフックス群に対するJ. Feraの結果の一般化である。

研究成果の概要（英文）：The Teichmuller space of a surface of finite topological type admits a 
global coordinate system where parameters are lengths of some closed geodesics on the surface. We 
use this coordinate system with a suitable choice of closed geodesics for the Teichmuller space of 
the twice punctured torus and obtained a Fuchsian (matrix) representation of a twice punctured torus
 group and also a rational representation of its mapping class group. When a Fuchsian group of a 
finite coarea is given, a point of the hyperbolic plane is called exceptional if the number of sides
 of the Dirichlet fundamental polygon centered at this point is not maximal. With a joint work with 
Akira Ushijima, we show that the set of exceptional points is uncountable and generalize a result by
 J. Fera for cocompact Fuchsian group.

研究分野： 複素解析学

キーワード： タイヒミュラー空間　クライン群　リーマン面　双曲幾何

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
我々の研究は，写像類のタイヒミュラー空間への作用を具体的な有理変換として表現するもので，写像類の反復
合成による軌道やその不動点の近傍における挙動などを実際の数値や有理写像をともなって計算することができ
る。まだ大きくは進歩していないが，タイヒミュラー空間や多変数複素力学系の新しい分野を拓くものである。
また3次元双曲多様体論，不連続群論や整数論などに多くの応用をもち，今後の発展が他分野に与える影響は大
きいと予想する。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９，Ｆ－１９－１，Ｚ－１９，ＣＫ－１９（共通） 

１. 研究開始当初の背景 
m個の境界成分をもつ種数 gのコンパクト向
き付け可能曲面(2g+m≧3)のタイヒミュラー
(Teichmüller)空間 T(g,m)を有限次元の実ま
たは複素パラメータ空間に埋め込むことを考
える。さまざまなパラメータが知られている
が，タイヒミュラー空間を曲面上の双曲計量
の変形空間と見なした上で曲面上の閉測地線
の長さをパラメータに採用し，T(g,m)を
d=6g-5+2m，すなわちタイヒミュラー空間の
次元より一つだけ多い次元の実パラメータ空
間Rdの超曲面として実現できる。我々はこの
事実に注目し，タイヒミュラー空間に作用す
る写像類群(タイヒミュラー・モジュラー群と
もいう)の作用を，閉測地線の長さパラメータ
を用いて表現する研究に取り組んできた。そ
して閉測地線を適切に選べば，それらの長さ
は写像類の作用を有理変換として表現するこ
とがわかった。この結果は写像類群の力学系
を具体的にかつ定量的に調べることができる
ことを意味する。たとえば写像の反復合成の
力学系の研究では不動点の周りの写像の状況
を調べることが大切であるが，我々の結果に
より，写像類の不動点を連立代数方程式の解
として求めることや，不動点における写像の
微分を計算してヤコビ行列の固有値を計算す
ることができる。ひいては力学系理論におい
て「写像類群の力学系」という分野を開拓す
ることも期待できる。この研究を他分野，た
とえば，3次元多様体論（円周上の曲面束の双
曲幾何化），離散群論，数論（ディオファント
ス問題）に応用することができる。 
 今回目指した研究は一般論の構築ではなく，
具体例の追求であった。一つ穴あきトーラス
のタイヒミュラー空間およびその写像類群の
研究成果は多量に存在する。それはタイヒミ
ュラー空間 T(1,1)が上半平面と正則同型であ
ること，またそれにより写像類群がPSL(2,Z) 
と同型になること，測地線の長さをパラメー
タに用いても写像類がマルコフ変換(x2+ｙ２

＋ｚ２＝ｘｙｚを不変にする多項式写像)で表
されることに起因する。しかしながら，より
複雑な曲面になると，例えば 2 つ穴あきトー
ラスのような曲面に対してもそれを題材とし
た研究論文数は激減する。空間が高次元化す
ることも一因であるが，写像類の表現も多項
式写像ではない有理写像となって反復合成の
計算が複雑かつ膨大であることが大きな理由
である。現状では計算量の大きさを克服する
ほどには写像類群の研究が進展していない。
そこで我々は 2つ穴あきトーラスと種数 2の
閉曲面に集中して研究することにした。上述
のようにこのような位相的に単純な曲面の場
合でも先行する研究はほとんど存在しない。 
閉測地線の長さをパラメータに用いたタイ
ヒミュラー空間の研究は 19世紀末の Fricke-
Klein の研究にまで遡ることができる。その後，
Keen, Seppälä-Sorvali, 奥村の研究を経て，
Schumtzによるパラメータがタイヒミュラー
空間の大域座標系となるための必要最小個数

の決定問題の解決，Feng-Luo の結果（タイヒ
ミュラー空間を定義する関係式が Ruler-
Compass 関数(四則演算と平方根を取る操作
を有限回繰り返して得られる関数)の零点集
合に含まれることを示した）と続いた。しか
し，その研究はタイヒミュラー空間論の多様
化，高次元化の潮流の中で現在では隆盛であ
るとは言えない。しかしその重要さが減じて
いるわけでは決してなく，以前から未解決の
まま存在する様々な課題を解決し，タイヒミ
ュラー空間論や離散群論に新たな知見やデー
タを提供することは大いに必要であると考え
ている。 
 
２．研究の目的 
我々の研究課題は Feng Luo らによるこれま
でのタイヒミュラー空間の座標付けの研究を
継承し，さらに写像類群（タイヒミュラー・モ
ジュラー群）の研究へと拡大させたものであ
る。研究代表者の中西は以前，いくつかのモ
ジュライ空間の Weil-Petersson(WP)体積を
計算した。非閉曲面のモジュライ空間の WP
体積については，M. Mirzakhani による決定
的な仕事があるが，それはWP 形式をモジュ
ライ空間上で積分するという正攻法による計
算ではなかった。正攻法によってWP 体積を
求めようとするならば，タイヒミュラー空間
上の写像類群の作用の基本領域を知らなけれ
ばならない。我々の従来の研究によって写像
類群が有理変換群の表現をもつことがわかっ
ている。この表現を用いて基本領域を決定す
ることが研究の目的である。この研究を中心
に据えて，写像類群が有理変換群の表現の応
用である次の課題に取り組む。 
 
(1) 写像類群の作用に関する基本領域，した
がってモジュライ空間の決定 
(2) タイヒミュラー空間のWeil-Petersson 幾
何の研究  
(3) 円周上の曲面束の構造をもつ 3 次元双曲
多様体の具体例の構成 
(4) 写像類を表現する有理変換の高次元反復
力学系  
(5) Markov方程式の整数解をモデルとする不
定方程式の整数解の問題 
(6) McShane 恒等式の一般曲面への拡張 
 
長い歴史をもつタイヒミュラー空間の研究
にも関わらず，トーラスあるいは 1 点穴あき
トーラス，4 点穴あき球面のタイヒミュラー
空間を除けば，次に位相的に単純な曲面であ
る種数 2 の閉曲面のタイヒミュラー空間でさ
えその姿を把握することができていない。し
かし我々の研究によって写像類群を有理変換
として実現することができたので多くのこと
(写像類の反復合成や不動点の計算など)が具
体的な計算や数値実験によって検証できるよ
うになる。必要ならばコンピュータの援用す
ることによって興味深い性質をもつ 3 次元双
曲多様体やクライン群の具体例の構成やコン



ピュータ・グラフィックによる可視化を行え
ば，今まで知られていない現象や応用が見つ
かる可能性がある。とくに写像類を題材とし
た有理変換の高次元反復力学系は端緒につい
たばかりであるが，３次元多様体や数論など
他の数学の分野を巻き込んで発展する可能性
をもち，将来有望な研究課題だと考えられる。 
 
３．研究の方法 
タイヒミュラー空間に作用する写像類群の有
理変換群としての表現をタイヒミュラー空間
論およびクライン群論の諸問題に応用する。
これまでの研究によって位相的有限(g,m)型
曲面のタイヒミュラー空間T(g,m)に作用する
写像類群を有理変換群として表現することに
成功した。しかし，これはあくまでも「表現の
可能性」を証明したのであって，個々のT(g,m)
について具体的な表現を得たわけではなかっ
た。そこで 2 つ穴あきトーラスと種数２の閉
曲面の場合に写像類のリコリッシュ・ハンフ
リー生成系の有理変換表現を計算した。計算
の根底にあるのは SL(2,R)におけるトレース
恒等式である。さらに 2 つ穴あきトーラスと
種数２の閉曲面の基本群の SL(2,R)行列表現
を得た。 
この研究においてさまざまな手法，数式処理
プログラムやデータを蓄積することができた
のでその応用を考えた。Thurston の定理によ
り，不動点には円周上の曲面束の構造をもつ
双曲多様体が対応することがわかっている。
そこで有理変換に表現された Anosov 型のい
くつかの写像類の SL(2,C)表現空間への作用
の不動点を計算した。数式処理ソフト
(Mathematica)を援用してこうした双曲的多
様体を一意化するクライン群の例をいくつか
見つけることができた。 
 基本的には研究代表者中西敏浩が単独で研
究を行ったが，これまでも共著論文を出版し
ている中村豪を連携研究者に加え研究連絡を
不断に行った。中村氏には彼が得意とするリ
ーマン面の自己同型群についての知識を提供
してもらった。学会や研究集会に参加したと
きや島根大において開催したセミナー時に廣
瀬進氏(東京理科大)，高村茂氏（京都大），田
所勇樹氏（木更津高専）,他の位相幾何やリー
マン面や３次元双曲多様体論の専門家からも
必要な知識を提供してもらった。 
 研究には膨大な計算が関わるのでこれまで
と同様，数式処理ソフトMathematica を援用
した。 
 
４．研究成果 
従来の研究でコンパクト双曲曲面のタイヒミ
ュラー空間の大域座標系についての研究を行
い，目標としていた閉測地線の長さを用いた
トレース関数によってタイヒミュラー空間の
大域的座標を与え，それによる写像類群の表
現が有理変換のつくる群になることを示すこ
とができた。この座標を用いて2つ穴あきト
ーラス群のSL(2,R)の行列表現と写像類群の

有理変換群としての表現を得た。また2つ穴
あきトーラスをファイバーにもつ円周上の曲
面束の構造をもつ体積有限の双曲多様体の例
を構成した。続いて種数2の閉曲面の基本群
のSL(2,R)の行列表現と写像類群の有理変換
群としての表現を得た。残留的極限点をもつ
クライン群の例を見つけることができた。 
 また牛島顕氏との共同研究でフックス群の
ディリクレ基本領域の研究を行った。双曲平
面の点を基点とするディリクレ基本領域の辺
の数が極大であるとき，基点は「一般的」，
そうでない場合は「除外的」であるという。
第1種有限生成フックス群に対して「除外
点」の集合が非可算無限集合であることを証
明した。群がココンパクトのときはJ. Fera
によってこの事実が証明されていたが，我々
はその結果を一般化した。 
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