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研究成果の概要（和文）：滑らかな境界またはLipschitz境界をもつ有界領域上で非線形不等式を満たす正値優
調和関数に対する境界Harnack原理を証明し，優線形楕円型方程式の0-Dirichlet境界値問題の正値解に対する両
側評価や境界に孤立特異点をもつ正値解の漸近評価・特異点の除去可能性へ応用した．さらに，単位球において
優線形楕円型方程式の正値解の境界増大度と境界特異点集合のHausdorff次元の関係，および解と勾配の冪乗を
含む準線形楕円型方程式の正値解の増大度と特異点集合の除去可能性の関係を明らかにした．また，一般領域に
おいて測度を係数にもつ劣線形楕円型方程式が連続な正値解をもつための必要十分条件を与えた．

研究成果の概要（英文）：In a bounded domain with smooth or Lipschitz boundary, we established the 
boundary Harnack principle for positive superharmonic functions satisfying a nonlinear inequality, 
and applied it to obtain two-sided estimates for positive solutions of a superlinear elliptic 
equation with 0-Dirichlet boundary values and asymptotic estimates for positive solutions with 
isolated singularities at a boundary point. Furthermore, we clarified the relationship between 
boundary radial growth rates and the Hausdorff dimension of singular sets on the boundary for 
positive solutions of a superlinear elliptic equation in the unit ball, and the relationship between
 growth rates near interior singular sets and removability of such sets. Also, we give a necessary 
and sufficient condition for a sublinear elliptic equation with measure coefficients to have a 
positive continuous solution in a general domain.

研究分野： 数学

キーワード： ポテンシャル論　非線形楕円型方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Bidaut-Veron氏とVivier氏は，滑らかな有界領域においてLane-Emden方程式の正値解に対する両側評価を与えた
が，0-Dirichlet境界値をもつ正値解に対しては下からの評価が無意味なものであり，証明方法も積分核の具体
的表示を用いた弱L1理論に基づくものであったためLipschitz領域の場合に適用することができなかった．本研
究では，ポテンシャル論の結果・方法を駆使して境界Harnack原理を確立し，先行研究の不備を補完するだけで
なく，新たな証明方法を構築することができた．また，解表示を有さないので，増大度と特異点集合のサイズの
関係を明らかにすることも意義のあることである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
正値調和関数や一様楕円型 2階偏微分方程式の正値解に対しては，Harnack 不等式を或る意味

で境界まで拡張した Carleson 評価や境界 Harnack 原理の成立が知られており，非接極限の存在
や Martin 境界の研究と並行して研究されてきた．これらの評価は Green 関数の評価や正値解の
境界付近の減少度または増大度を評価する際に用いられるなど，その重要性は広く認識されて
おり，非局所的作用素である分数冪 Laplace 方程式や非線形作用素である p-Laplace 方程式な
どに対しても研究されている．一方で，星の内部構造を記述する Lane-Emden 方程式 −Δu =
|u|୮ିଵu など，非線形項を付加した方程式に対する境界 Harnack 原理は知られていない．また，
滑らかな有界領域 D において，p > 1 が Brezis-Turner 指数より小さいときに，任意の正値解 
u は非負値調和関数 h と境界までの距離関数 d(x, ∂D) を用いて 

h(x) ≤ u(x) ≤ C{h(x) + d(x, ∂D)}   (x ∈ D) 
と評価できることが Bidaut-Veron-Vivier(2000)により示されたが，Dirichlet 境界条件 u = 0
を満たす正値解に対しては h ≡ 0 となり，下からの評価は意味をもたない．彼らの証明方法は，
Green 関数や Poisson 核が境界までの距離関数を用いて具体的に評価できる事実と弱L୮空間の
議論に基づくもので，角をもつ領域の場合には Poisson 核の弱L୮(p > 1)可積分性が保証されな
いため適用できない．さらに，より一般の形をした非線形項やポテンシャル関数が付加された非
線形項の場合や非線形指数が p < 1 の場合には適用できないものであった． 
 特異点付近の挙動や特異点の除去可能性も興味深い研究であり，様々な方程式に対して古く
から研究されている．内部孤立特異点まわりの正値解の挙動や除去可能性に関しては，1 < p <
N/(N − 2) の Lane-Emden 方程式に対する Lions の結果やその非線形不等式への一般化である
Taliaferro の結果が知られている．また，高次元の特異点集合の除去可能性については，2014
〜2017 年度の科学研究費助成事業において，より一般の非線形湧出項をもつ方程式に対して結
果を得ているが，勾配を含む非線形項に対しては未解決である．境界に特異点をもつ正値解の存
在・挙動および特異点の除去可能性は，領域の形状に大きく影響するため，より困難な問題にな
る．Bidaut-Veron-Vivier(2000)は，滑らかな有界領域 ܦ において，上記の評価を応用して，境
界上に確率測度 ߤ を与えたときの Dirichlet 問題 

−Δu = |u|୮ିଵu  in D, 
         u = λμ           on ∂D 

の解の存在・非存在に関して正数 λ の臨界値の存在を示した．この問題は積分方程式の意味で解
釈され，それに付随する積分作用素を考慮すれば，次の Cranston-McConnell 不等式の変形版と
関係があるだろうと予想される． 
 

min
୶

1
h(x)

∫ G(x, y)h(y)୮dy < +∞ 
 
p = 1 のときは領域に対する弱い条件下で成り立つことが知られているが，p > 1 の場合は領域
の形状に大きく影響する．従って，Cranston-McConnell 不等式の変形版が成り立つための指数p
と領域の幾何的性質の関係を考察することは興味深いことである． 
 
 
２．研究の目的 
 
 上記の研究背景を踏まえ，より一般の非線形湧出項をもつ半線形楕円型方程式に対して，正値
解の境界挙動を明らかにしていくために，次の問題に取り組む． 
（1） 滑らかな有界領域 D において，Dirichlet 境界条件 u = 0 を満たす正値解 u に対して，

下からの評価 u(x) ≥ Cd(x, ∂D) は成り立つかについて考察する． 
（2） Lipschitz 領域やフラクタル的境界をもつ複雑領域において，半線形楕円型方程式の正

値解に対しても Carleson 評価や境界 Harnack 原理が成り立つか？さらに，Bidaut-Veron-
Vivier の評価の類似物を導くことができるかについて考察する． 

（3） Cranston-McConnell 不等式の変形版が成り立つための領域に対する幾何的条件を探求
する．また，測度を境界値とする Dirichlet 問題の研究に応用できるかについて考察する． 

 
 
３．研究の方法 
 
正値調和関数に対する Carleson 評価や境界 Harnack 原理は，比較原理，掃散，積分などの線

形理論を用いて証明されたが，半線形楕円型方程式の正値解に対して同様の評価を得るために
は非線形項を考慮した議論が必要になる．これまでの研究や関連論文・専門書を精査し，先行研
究で用いられた証明方法の再確認や具体例による検証を通して本質を捉え，独自性ある証明を



与える．また，関連する国内外の研究集会やセミナー等に参加して最新研究の情報収集や意見交
換を行い，新たな手法を取り入れながら研究遂行できるように努める． 
 
 
４．研究成果 
 
（1） 優線形楕円型方程式の斉次 Dirichlet 問題 

−Δu = a(x)u୮ in D 
u = 0 on ∂D 

の有界な正値解に対する両側評価： D が有界 Lipschitz 領域，p > 1，a(x)が非負値有
界関数である場合に，有界な正値解 u が Dirichlet-Laplace 作用素に関する Green 関数
の truncation g を用いて上下両側から評価できることを示した．つまり，定数 Cが存在
して，D 上で Cିଵg ≤ u ≤ Cg が成り立つ．一般に定数 C は u の一様ノルムにも依存する
が，非線形指数 p が次元と領域の形状で定まる或る定数 ఈより小さい場合は McKenna-
Reichel(2007)の結果により定数 C は u に無関係にとることができる．系として正値解
の勾配に対する各点評価を与えた．証明方法は，Green 関数の大域的評価とポテンシャ
ルの反復議論による．ここで開発した証明方法が次の（2）を解決する手掛かりとなった． 
 

（2） 領域 D 上で優線形楕円型不等式 0 ≤ −Δu ≤ Cu୮ を満たす正値優調和関数に対する境界
Harnack 原理と，境界に孤立特異点をもつ正値優調和関数の漸近評価： D が外部一様球
条件を満たす有界 Lipschitz 領域， 1 < p < p の場合に，境界の一部 E で 0となる２つ
の正値優調和関数 u, v の比に対するHarnack不等式u(y)/v(y)≦C(u(x)/v(x))（ただし，
x,y は E 付近の D の点）を示した．先行研究（1）のおかげで，Green 関数の truncation 
 g との比 u/g に対して上記不等式を示せばよいことに気づいた点が解決へとつながった．
証明方法は，2010 年に得た境界増大評価とポテンシャル評価を交えた反復議論に基づく． 
さらに，境界 Harnack 原理を用いて，境界に孤立特異点をもつ上記不等式を満たす正値
優調和関数は Martin 核で上下両側評価が可能になり，漸近評価を得ることができた．
その応用として，特異点の除去可能性に対する必要十分条件を与えることができた． 
 

（3） N 次元単位球 B 上で優線形楕円型不等式 0 ≤ −Δu(x) ≤ C(1 − |x|)ିu(x)୮ を満たす正値
優調和関数の境界増大度と特異点集合の関係： 1 < p <(N+1)/(N-1)かつ 0 ≤ α < N +
1 − p(N − 1)の場合，放射状極限が +∞ となる境界点の集合の N-1 次元 Hausdorff 測度
は 0 であり，関数 (1 − |x|)ିଵu(x) の放射状極限が +∞ となる境界点は存在しないこと
が 2010 年の研究成果からわかる．そこで，その間の増大度と特異点集合のサイズの関
係を明らかにするため，0 < β < N − 1 に対して関数 (1 − |x|)ஒu(x) の放射状極限が正と
なる境界点の集合の Hausdorff 次元が N − 1 − β であることを示した．さらに，境界に
 N − 1 − β 次元 Hausdorff 測度が 0 である集合を与えると，そこに特異点をもつ上記不
等式を満たす正値優調和関数が存在することも明らかにした．証明方法は，増大度に関
して特異点集合を分解し，それにより Green ポテンシャル部分の評価が可能になり，被
覆定理と球面への射影を用いて Hausdorff 測度の評価を導いた． 
 

（4） 一般領域 D 上の劣線形楕円型方程式の Dirichlet 問題 
−Δu = μu୮ + ν  in D 

u = f     on ∂D 
の正値解の存在と一意性： A. Seesanea 氏との共同研究により，0 < p < 1，μ, ν が D 

上の測度，f が境界上の連続関数である場合に，連続な正値解が存在するための μ, ν に

対する必要十分条件を与え，Schauder の不動点定理を用いる方法と逐次近似法に基づ

く２通りの方法で証明を与えた．逐次近似法で構成した解が最小解となることに注意

し，解を用いたテスト関数を構成するために領域の増大列を考え，一意性の証明を与

えた． 

 

（5） N 次元 Euclid 空間において，解の冪乗と勾配の冪乗を含む準線形楕円型方程式 
ݑ߂− = |ݑ|(ݔ)ܽ + ௦|ݑߘ|(ݔ)ܾ +  ఛ|ݑߘ|ఙ|ݑ|(ݔ)ܿ

の正値解の増大度と特異点集合の除去可能性の関係： 1 < p < N，0 ≤ m < N − p，0 <
q <(N-m)(p-1)/(N-m-p)，0 < s <(N-m)(p-1)/(N-m-1)，σ(N − m − p) + τ(N − m − 1) <
(N − m)(p − 1)，Δ୮ が p-Laplace 作用素，∇u が u の勾配である場合に，m 次元一様
Minkowski 条件を満たすコンパクト集合は(N-m-p)/(p-1)増大条件を満たす正値解に対
して除去可能であることを示した．Whitney 立方体分割を用いて勾配に対する積分評価
を与えることで適当な Wolff ポテンシャル評価を得ることが可能になり，反復議論によ



り特異点集合付近での解の有界性を示すことで証明を与えることができた． 
 

（6） 滑らかな有界領域 D において，境界に特異点をもつ非負値ポテンシャル関数 Vଵ , Vଶ を係
数にもつ優線形楕円型方程式 −Δu + Vଵu = Vଶu୮ の正値解の性質： 正値解に対して境界
増大評価，Harnack 不等式，境界減少評価，境界に孤立特異点をもつ正値解の漸近評価
と特異点の除去可能性を示した．定常 Schrodinger 方程式 −Δu + Vଵu = 0 に対して局所
境界 Harnack 原理が知られていないため Vଵ = 0 のときの方法を直接適用できないが，ラ
プラス作用素に関する Green 関数と Schrodinger 作用素に関する Green 関数が比較可能
であることに基づく解の変換を通して，上記(2)の研究で考察したような優線形楕円型
不等式を満たす正値優調和関数の族に対する研究に帰着して証明を与えた． 
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Potential Theory and its Related Fields 2019（国際学会）
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Equivalent properties to a priori estimates for positive solutions of quasilinear elliptic equations with reaction terms

Positive solutions of semilinear elliptic equations with respect to the Schrodinger equation

Boundary estimates for positive solutions of semilinear elliptic equations with source

Removable isolated boundary singularities of positive solutions of semilinear elliptic equations in a Lipschitz domain
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第61回函数論シンポジウム（招待講演）

大阪市立大学複素解析セミナー（招待講演）

日本数学会2018年度秋季総合分科会
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Boundary Harnack principle for superharmonic functions satisfying a nonlinear inequality in a Lipschitz domain

孤立境界特異点をもつ半線形楕円型方程式の正値解の存在と挙動

半線形楕円型問題の正値解に対する評価

半線形楕円型方程式の正値解に対する境界孤立特異点の除去可能性と拡張解に対する評価
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半線形楕円型方程式に対するCarleson評価と境界Harnack原理


