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研究成果の概要（和文）：種数有限な開リーマン面を等角に埋め込ませる同種数の閉リーマン面は存在するが，
そのような閉リーマン面はただ一つとは限らない。その多様性をタイヒミュラー空間の枠組みで考察し，開リー
マン面が位相的に有限であるとき，そのような閉リーマン面の全体がタイヒミュラー空間の中で，タイヒミュラ
ー空間と同次元のユークリッド閉球と同相であるかまたは１点に退化することを示した。

研究成果の概要（英文）：Every open Riemann surface of finite genus can be conformally embedded into 
a closed Riemann surface of the same genus, which may not be unique. We consider the set of such 
closed Riemann surfaces in the Teichmueller space setting, and show that the set is homeomorphic to 
a closed Euclidean ball of the dimension of the Teichmueller space or degenerates to a singleton, 
provided that the open Riemann surface is finite. 

研究分野： 複素解析

キーワード： リーマン面　等角写像　タイヒミュラー空間　自己溶接接続　測度付き葉層　極値的長さ

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
与えられた種数有限な開リーマン面を等角に埋め込ませる閉リーマン面の集合に関するHeins-及川-柴の問題に
対し，有限なリーマン面の場合に一つの解答を与えた。解決のために導入された自己溶接接続やイオフェ測地半
直線などは，等角写像論やタイヒミュラー空間論において重要な役割を果たすであろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
リーマン面間の正則写像においては, ごくわずかな位相的または解析的条件を課すことが実

は非常に強い制限を設けたことになってしまう, という現象が見られる。換言すれば, 与えら
れたリーマン面間には所要の条件を満たす正則写像が必ずしも存在しないのである。そのよう
な現象を広範かつ組織的に研究し, どのようなリーマン面の間に与えられた性質を持つ正則写
像が存在するか, または存在しないかを調べ, そのような正則写像を存在させるリーマン面の
集合をモデュライ空間の上に描き出してみたい。これが研究の出発点であった。リーマン面から
複素数平面，リーマン球面への正則写像は，そのリーマン面上の正則関数，有理型関数であり，
それらの存在に関する研究の歴史は長い。その一方で，種数正のリーマン面の中への正則写像の
存在に関する研究は余りにも少ない。 
 
２．研究の目的 
研究の目的は, リーマン面から他のリーマン面の中への正則写像について, リーマン面の複

素構造を決定する様々なモデュライや等角不変量と関連させつつ, 複素解析学的手法を中心と
する種々の方法で研究し, その結果をタイヒミュラー空間論など複素解析学の他の分野に応用
することである。本研究課題では, とくに, 把手が正則写像それ自身の性質や正則写像の存在
問題にもたらす影響について探求する。 
 
３．研究の方法 
 研究の目的と手法を考慮して，閉リーマン面班，開リーマン面班，数値実験班を設け，役割を
分担して研究を実施した。月に数回の頻度で開催したリーマン面論セミナーで研究打合せや情
報交換を行った。また，毎年，「Prospects of theory of Riemann surfaces」と銘打った研究集
会を開催し，国内外の研究者と研究上の交流を持った。残念ながら，コロナ禍のため，研究期間
の後半では，国外の研究者と直接交流を持つことができなかった。 
 
４．研究成果 
 Ｒを種数ｇが有限な開リーマン面とする。ｇ＝0のとき，一般一意化定理によれば，Ｒから種
数0の閉リーマン面，すなわち，リーマン球面の中への単射正則写像が存在する。1928年，Bochner
はこれを一般のｇの場合に拡張し，Ｒから種数ｇのある閉リーマン面の中への単射正則写像が
存在することを示した。種数 0の閉リーマン面は，双正則同値を除いて，リーマン球面に限られ
るが，ｇが正のとき，種数ｇの閉リーマン面で互いに双正則同値ではないものが無数にある。で
は，Ｒを単射正則に埋め込ませる同種数の閉リーマン面の全体Ｍ(Ｒ)はどのような集合を構成
するであろうか。1953 年，Heins はｇ＝1の場合にこの問題を考察し，Ｍ(Ｒ)が種数 1のリーマ
ン空間において相対コンパクトであることを示した。1957 年，及川は一般のｇに対してこの問
題をタイヒミュラー空間の枠組みで考察し，Ｍ(Ｒ)が種数ｇのタイヒミュラー空間Ｔｇの連結な
コンパクト部分集合であることを示した。1987 年，柴は，ｇ＝1の場合，Ｍ(Ｒ)がタイヒミュラ
ー距離に関する閉球であるか，または，1 点に退化することを示し，及川の定理を精密化した。
我々は，柴の定理をモデルに，及川の定理をＲが有限型の場合に精密化することに成功した。 
 
(1) Ｍ(Ｒ)の幾何学的性質 
 主要な成果を述べるために，用語や記号を説明する。Σｇを種数ｇの向きづけられた閉曲面と
する。種数ｇの閉リーマン面Ｓと向きを保つ同相写像η：Σｇ→Ｓの組（Ｓ,η）の全体を考える。
そのような 2 つの組(Ｓ1,η1)と(Ｓ2,η2)は，η2◌η1

－1がＳ1からＳ2の上への双正則写像とホモ
トピックであるとき，互いに同値であるという。この同値関係による(Ｓ,η)の同値類を[Ｓ,η]
と書く。こうして得られる同値類の全体が種数ｇのタイヒミュラー空間Ｔｇである。 
[Ｓ1,η1］，[Ｓ2,η2]∈Ｔｇのとき，Ｓ1からＳ2の上への擬等角写像ｈでη2◌η1

－1とホモトピッ
クなもの全体の集合のなかでその最大歪曲度Ｋ(ｈ)を最小にする擬等角写像ｈ0が存在する。 
ｄＴ([Ｓ1,η1］,[Ｓ2,η2])＝(log Ｋ(ｈ0))/2 とおくと，ｄＴはタイヒミュラー距離と呼ばれる 
Ｔｇ上の距離を定義し，距離空間(Ｔｇ,ｄＴ)は 2ｄｇ次元ユークリッド空間と同相になる。ここで，
ｄｇ＝max{ｇ,3ｇ－3}である。実際，Ｔｇには，複素ｄｇ次元数空間の有界領域と双正則同値とな
るような複素構造が自然に導入されることが知られている。 
さて，ＲからΣｇの中への向きを保つ同相写像θを固定する。そして，Ｔｇの元［Ｓ,η］のう

ち，ＲからＳの中への単射正則写像でη◌θとホモトピックなものが存在する元の全体をＭ(Ｒ)
と表す。Bochner の定理により，Ｍ(Ｒ)は空集合ではない。 
Ｒは，基本群が有限生成のとき，有限型であるという。このとき，Ｒは，Σｇから有限個の点

を除いた曲面と同相である。とくに，閉リーマン面から有限個を除いたリーマン面と双正則同値
であるとき，Ｒは解析的に有限であるという。このとき，Ｍ(Ｒ)は 1 点のみからなる集合であ
る。 
 



定理 1 Ｒを有限正種数ｇの開リーマン面で，有限型だが解析的に有限ではないとする。このと
き，Ｍ(Ｒ)は，2ｄｇ次元ユークリッド空間の閉球に同相なリプシッツ閉領域である。 
 
実際，Ｔｇから 2ｄｇ次元ユークリッド空間の上への同相写像で，Ｍ(Ｒ)を閉球に写すものが存

在する。リプシッツ閉領域なので，Ｍ(Ｒ)は内部錘条件と外部錘条件を満足するが，より強く外
部球条件を満足する。ｇ＝1のとき，柴の定理によれば，Ｍ(Ｒ)はタイヒミュラー距離に関する
球であり，その境界は滑らかである。これに対して，ｇ＞1のとき，Ｍ(Ｒ)の境界が滑らかにな
らない例が存在する。そのような例では，Ｍ(Ｒ)はタイヒミュラー距離に関する球にはなり得な
い。タイヒミュラー距離に関する球面はＣ2級部分多様体だからである。 
定理１の証明は難しく，多くの新しい概念と手法を必要とした。以下に，それらの中から３つ

を選んで紹介する。 
 
(2) Ｒの自己溶接接続 
[Ｓ,η]∈Ｍ(Ｒ)とし，ι：Ｒ→Ｓをη◌θとホモトピックな単射正則写像とする。Ｓ上の正則

２次微分ψで次の性質を満足するものが存在するとする：ιの像の補集合Ｓ－ι(Ｒ)は，ψの有
限個の水平弧の閉包からなる。このとき，(Ｓ,ι)をＲの自己溶接接続と呼ぶ。引き戻しι＊ψを
自己溶接接続(Ｓ,ι)の溶接機，ψをそれの随伴溶接機と呼ぶ。溶接機はＲ上の正則２次微分で
ある。そのような正則２次微分全体をＡＬ(Ｒ)と書く。Ｒ上の正則２次微分がＡＬ(Ｒ)に属する
ための必要十分条件も得た。また，ＡＬ(Ｒ)の元からそれを溶接機とするＲの自己溶接接続の構
成法も確立した。 
Ｒの自己溶接接続を許す[Ｓ,η]∈Ｍ(Ｒ)の全体をＭＬ(Ｒ)と表す。 

 
定理２ ＭＬ(Ｒ)はＭ(Ｒ)の境界に一致する。 
 
 φ∈ＡＬ(Ｒ)ならば，任意のｒ＞０に対してｒφ∈ＡＬ(Ｒ)であり，φがＲの自己溶接接続 
(Ｓ,ι)の溶接機ならば，ｒφも同じ自己溶接接続の溶接機である。ＡＬ(Ｒ)を射影化した空間を
ＰＡＬ(Ｒ)と書こう。定理２によれば，ＰＡＬ(Ｒ)の元はＭ(Ｒ)の境界点を生み出し，Ｍ(Ｒ)の境
界点はＰＡＬ(Ｒ)のある元を溶接機とするＲの自己溶接接続から得られる。こうして得られるＰ
ＡＬ(Ｒ)とＭ(Ｒ)の間の対応は，ｇ＝１のとき，１対１であることを柴は 1987 年に発表した論
文中に示していた。しかし，ｇ＞１のとき，このようなことは成立しない。ＰＡＬ(Ｒ)の１つ元
がＭ(Ｒ)の複数の境界点を生み出す例もあるし，ＰＡＬ(Ｒ)の複数の元がＭ(Ｒ)の共通の境界点
を導く例も存在する。 
 [Ｓ,η]∈ＭＬ(Ｒ)とする。(Ｓ,ι)をＲの自己溶接接続とし，φをその溶接機の１つ，ψをφ
の随伴溶接機とする。κ：Ｒ→Ｓを単射正則写像でκ◌θがηとホモトピックなものとすると，
(Ｓ,κ)もＲの自己溶接接続となり，φがその溶接機の１つ，ψがφの随伴溶接機になる。この
事実は，ＲからＳへの単射正則写像が一意的であることを主張していない。ｇ＝１のときは柴の
定理により一意的だが，ｇ＞１のとき，Bourque が注意したように一意的にならない例がある。 
 
(3) 極値的長さによるＭ(Ｒ)の記述 
Σｇ上の測度付き葉層の全体をＭＦ(Σｇ)と書く。[Ｓ,η]∈Ｔｇのとき，Ｓ上の正則２次微分

は水平葉層と呼ばれるＭＦ(Σｇ)の元を定める。こうして，Ｓ上の正則２次微分全体のなす空間
Ａ(Ｓ）からＭＦ(Σｇ)への対応が得られるが，この対応は同相写像になることが知られている
（Hubbard-Masur の定理）。Ｆ∈ＭＦ(Σｇ)に対応するＳ上の正則２次微分のＬ１ノルムを［Ｓ,η］
におけるＦの極値的長さと呼び，ExtＦ([Ｓ,η])と表す。ExtＦはＴｇ上のＣ１級関数を定める。 
さて，φ∈ＡＬ(Ｒ)は，Ｒのある自己溶接接続(Ｓ,ι)の溶接機である。φの随伴溶接機が定め

るＭＦ(Σｇ)の元Ｆは，自己溶接接続の選び方によらずφのみにより定まる。ＦをＨ(φ)とおく
と，写像Ｈ：ＡＬ(Ｒ)→ＭＦ(Σｇ)－{０}を得る。これが上への同相写像になることが示される。 
 
定理３ [Ｓ,η]∈ＴｇがＭ(Ｒ)に属するための必要十分条件は，全てのφ∈ＡＬ(Ｒ)に対し不等
式 ExtＨ(φ)([Ｓ,η])≦||φ||が成立することである。ここで，||φ||はφのＬ１ノルムを表す。 
 
 ｇ＝１のとき，増本は，1994 年の論文において，弱ホモロジー類の極値的長さを用いて集合
Ｍ(Ｒ)を記述した。定理３はそれを高種数の場合に拡張した結果である。 
 
(4) Ｍ(Ｒ)の補集合 
[Ｓ,η]をＭ(Ｒ)の境界点とし，(Ｓ,ι)をＲの自己溶接接続とする。その溶接機の随伴溶接機

を始微分とするＳのタイヒミュラー写像は，Ｔｇのタイヒミュラー測地半直線を生ずる。このよ
うにして得られるタイヒミュラー測地半直線を，Ｒのイオフェ測地半直線と呼ぶ。これは，始点
を除き，Ｍ(Ｒ)の補集合に含まれる。 
 
定理４ Ｒのイオフェ測地半直線は，互いに重なり合うことなくＴｇ－Ｍ(Ｒ)を埋め尽くす。 
 
 リーマン面の正則埋め込みに関する Kahn，Pilgrim，Thurston 共著の最近の論文から，Ｍ(Ｒ)



の性質を探るにはその補集合を調べればよい，との示唆を得た。彼らの結果を用いることはなか
ったが，ここに付言しておく。 
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