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研究成果の概要（和文）：正則関数からなるヒルベルト空間の巡回ベクトルについて研究を行った。巡回ベクト
ルを考察するうえで，その空間の不変部分空間の構造を知ることは非常に重要である。本研究課題では，正則ヒ
ルベルト空間の中でも，特にハーディ空間，ベルグマン空間，整関数からなるヒルベルト空間の巡回ベクトル及
び不変部分空間について研究を行った。
n次元複素空間上の整関数からなるあるヒルベルト空間において，巡回ベクトルの完全な特徴づけを行った。
また，2変数ハーディ空間のある不変部分空間についての研究を行い，ある作用素におけるランクの特徴づけを
行った。

研究成果の概要（英文）：Cyclic vectors in Hilbert spaces of analytic functions have been studied. To
 study it, it is significant to know the structure of invariant subspaces in the space. Here, we 
have studied them especially in Hardy spaces, Bergman spaces and some Hilbert spaces of entire 
functions.
In some Hilbert spaces of entire functions on the n-complex space, we characterized cyclic vectors 
completely.
Also we studied some invariant subspaces in Hardy space over the bidisk. We characterized the rank 
of the fringe operators for them.

研究分野： 関数解析学，複素解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
正則ヒルベルト空間の巡回ベクトルの研究には数学における重要な問題と関連するものがあり，これらを研究す
る意義は大きい。特にハーディ空間，ベルグマン空間，フォック空間は正則ヒルベルト空間の中でも基本となる
空間であり，研究が最も盛んに行われている空間である。その中で一部ではあるが不変部分空間の性質を明らか
にしたことは，今後より重要な問題の解決につながる可能性があり，十分に意義があるものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
正則関数からなるヒルベルト空間における不変部分空間の研究の草分けとして，Beurling に

よる１変数ハーディ空間の不変部分空間の完全な特徴付けがある。この結果はその後の作用素
論の研究に大きな影響を与え，様々な空間の不変部分空間の研究へと繋がっている。その不変部
分空間の研究と密接に関係しているものとして，本研究のテーマである巡回ベクトルがある。巡
回ベクトルを１つでも含む不変部分空間は空間全体のみであり，そのため不変部分空間の構造
を知る上で巡回ベクトルについて知ることは重要な役割を果たすと考えられている。それゆえ，
巡回ベクトルの研究もまた非常に盛んに行われている。しかし，１変数ハーディ空間以外に本質
的に不変部分空間の構造が解明されているものはなく，巡回ベクトルについても本研究代表者
による整関数からなる１変数フォック空間での完全な特徴付けなどあるもののほとんどその構
造を解明されているものがない状況であった。 
（１）多変数ハーディ空間は１変数ハーディ空間と比べ，ネジレのようなものがあり，構造と

してかなり複雑になる。これまでに不変部分空間の研究は数多くあるものの，巡回ベクトルに関
する研究は少なく，実際に Nikolskii によって巡回ベクトルについて本質的な結果がないことが
指摘されていた。 
（２）ベルグマン空間の巡回ベクトルについては，ハーディ空間の巡回ベクトルがもつ性質を

用いた特徴付けが Aleman-Richter-Sundberg によって与えられている。しかし，不変部分空間
の構造について未知なことが多く，より巡回ベクトルの構造がわかる形での特徴付けが求めら
れている。その中で，ベルグマン空間と同様に面積測度によって定義される整関数からなるヒル
ベルト空間であるフォック空間については，その巡回ベクトルの完全な特徴付けが得られてい
る。 

 
 

２．研究の目的 
 
本研究の目的として，次の２つがある。 
（１）２変数ハーディ空間の巡回ベクトルについての考察 
（２）整関数からなるヒルベルト空間の巡回ベクトルの特徴付け 
 
（１）については，巡回ベクトルである良い条件を探ることであった。２変数ハーディ空間の不
変部分空間の研究結果をもとに考察する。（２）については１変数での結果から，多変数の場合
でも他の空間と比べ比較的に単純であると予想され，特徴付けを得ることを１つの目的として
いた。また，整関数からなるヒルベルト空間は，フォック空間などのように，ベルグマン空間と
同様に面積測度によって定義され，ベルグマン空間と似た構造をもつ部分がある。そのため，フ
ォック空間とベルグマン空間の比較を行うことで（２）の研究からベルグマン空間の巡回ベクト
ルの良い条件を作れるかについても考えた。 
 
 
３．研究の方法 
  
ハワイ大学で行われたアメリカ数学会の会議などに参加し，様々な専門家と意見交換を行い，

海外の研究者と共同研究を行った。また，これまでに国内外の研究集会などに参加した際に築い
た人脈を生かし，ベルグマン空間上の作用素について共同研究を行った。 
 
 
４．研究成果 
 
（１）１変数フォック空間および荷重を乗せた１変数フォック型空間については，すでに巡回ベ
クトルの特徴付けが完全に得られている中で，これらを多変数の空間について研究を行った。本
研究ではヒルベルト空間を主目的としているが，L2 空間だけでなく，対象をバナッハ空間まで
ひろげ Lp 空間についても考察した。一般的にヒルベルト空間は内積が定義されるため，バナッ
ハ空間と比べ扱いやすい部分がある。L2 空間では多項式が稠密であることは明白であるが，Lp

空間の場合，評価が複雑となる。しかし，フォック型空間の場合、Lp空間とその荷重にある指数
を乗せた L2空間がほぼ同じ大きさの空間となる。それを利用することで，必要な評価式を示し，
Lp 空間もまた多項式が稠密な空間であることを示した。これは非零な定数関数が巡回ベクトル
であることを意味する。これらを用いて，Lp 空間の形のフォック型空間を含め，それらの巡回
ベクトルの完全な特徴付けを行った（投稿準備中）。 
 



（２）正則関数からなるヒルベルト空間において巡回ベクトル，不変部分空間というと，座標関
数の掛け算作用素における巡回ベクトルや不変部分空間を指す。２変数ハーディ空間ではネジ
レのようなものがあるが，それぞれの変数の座標関数の掛け算作用のネジレ方も不変部分空間
の構造に伴い，状況が変化する。その座標関数のネジレを考えるものとしてフリンジ作用素が定
義されている。不変部分空間 M に対して， フリンジ作用素 Fzは 

Fz = PM⊖wMTz 

によって定義される M⊖wM 上の作用素である。ここで Tzは z の掛け算作用を表し，PM で M
への正射影を表す。M=H2 のときは単純に座標関数 z を掛け算する作用素となるが，M のネジ
レ方によって Fzの写し方は変化する。それゆえ M を調べる上で Fz の性質を調べることは重要
である。このネジレを考察することは巡回ベクトルを考える上でも重要であり，１変数にはない
形の不変部分空間でルーディン型の不変部分空間のフリンジ作用素について考察した。その中
で，それらの不変部分空間のフリンジ作用素のランクを特徴付けた（投稿中）。 
 
（３）作用素の性質を調べるため，多変数ベルグマン空間上の Toeplitz 作用素について考察し
た。本研究のテーマである不変部分空間は掛け算作用素に対して不変であるものを扱うが，この
座標関数の掛け算作用素もまた Toeplitz 作用素の１つであり，それらの作用素の性質を調べる
ことは巡回ベクトルや不変部分空間を調べる上で重要である。その中で，Toeplitz 作用素のべき
乗の作用素列 

{(Tφ)k} ， {(T*φ)k} 

が任意のベルグマン空間の関数 f に対して，k→∞のとき 

(Tφ)kf  ， (T*φ)kf 

のノルムが 0，∞にそれぞれ収束する場合を特徴付けた。またそれらのノルムの和が有限の値に
なる場合など，いくつかの条件の下での特徴づけを行った。 
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