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研究成果の概要（和文）：標準宇宙モデルとして知られているフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォ
ーカー時空における非線形波動について考察する．平坦な時空であるミンコフスキー空間の場合での既知の結果
と比較することによって，宇宙膨張速度を表すスケール因子が非線形波動に及ぼす影響を解明することが本研究
の目的である．膨張宇宙モデルを減速，等速，加速の場合に分け，非線形波動方程式の解の時間大域的存在条件
や爆発条件，および爆発解の存在時間評価を求めた．その結果，ミンコフスキー空間の場合と比べて解の爆発が
起こりやすいこと，さらに爆発解の存在時間も短くなることが明らかになった．

研究成果の概要（英文）：We study nonlinear waves in the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker 
spacetime, known as the standard cosmological model. The aim of this study is to elucidate the 
effect of the scale factor, representing the expansion rate of the universe, on nonlinear waves by 
comparing with known results in flat spacetime, such as the  Minkowski spacetime. We classify the 
expanding universe model into decelerating, constant,and accelerating cases, and determine the 
global existence conditions, blow-up conditions, and estimates for the lifespan of blow-up solutions
 of the nonlinear wave equation. As a result, it is revealed that blow-up of solutions is more 
likely to occur compared to the Minkowski spacetime case, and furthermore, the lifespan of blow-up 
solutions is shorter.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： 波動方程式　時間大域解存在　爆発解　解の存在時間　スケール因子　膨張宇宙

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
標準宇宙モデルとして重要なフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空を背景時空とした非線
形波動方程式を解析した結果，このような膨張宇宙モデルでは，平坦なミンコフスキー時空と比べ，非線形波動
の特異性の発生が起こりやすいことを数学的解析により明らかにした．つまり，膨張宇宙モデルにおいては膨張
速度が波動の挙動に大きな影響を及ぼしているということがわかった．今後の非線形波動方程式研究を進めるた
めの指針を提供した． 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 素粒子論や量子電磁力学などに登場する非線形波動方程式の研究は 1980 年頃から急速に進
んだ．ミンコフスキー空間においては多数の研究がなされてきたが，一方，近年宇宙モデルを背
景時空とした研究が注目されつつある．標準宇宙モデルとして重要な宇宙空間の一つにフリー
ドマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空がある．この計量は一般相対性理論に登場
するアインシュタイン方程式の厳密解の一つで，一様等方的な物質分布のもとで膨張または収
縮する宇宙モデルを表す．この時空計量はスケール因子と空間曲率の２つの物理量だけで特徴
付けられる．スケール因子は宇宙膨張の時間変化を表し，時間のみの関数である．  
質量項のついた非線形波動方程式，すなわち非線形クライン-ゴルドン方程式に関しては，フ
リードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空の特別な場合であるド・ジッター時空

において時間大域解存在の研究が行われていた．しかし，質量項のない場合の研究では，線形方

程式の解の表現公式, ルベーグ空間での基本評価，有界な台をもった初期値に対する解の時間減
衰評価以外何も知られていない状態であった．時間大域解の存在や解の特異性を解明する研究

が期待されていた． 
 
２．研究の目的 
 標準宇宙モデルとして知られているフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時

空における非線形波動について，空間曲率がゼロの場合を考察する．平坦な時空であるミンコフ

スキー空間の場合での既知の結果と比較することによって，宇宙膨張速度を表すスケール因子

が非線形波動に及ぼす影響を解明することが本研究の目的である．フリードマン・ルメートル・

ロバートソン・ウォーカー時空における波動方程式は時間変数を係数にもつ消散型方程式であ

る．方程式の解の時間大域的存在や爆発条件，および爆発解の存在時間評価を求めることにより，

スケール因子がどのように波動に関係しているのかを数学的解析により突き止めていく．数学

的な面では，時間変数係数の消散型波動方程式の時間大域解存在，解の爆発を示す新しい手法の

開発を目標とする．時間大域解存在と解の爆発を分ける非線形性の条件，すなわち臨界条件につ

いて考えれば，ミンコフスキー空間における非線形熱方程式，非線形波動方程式で登場する藤田

指数やシュトラウス指数，グラッシー指数に相当する指数の出現も予想されるため，臨界条件の

明確化も目指す．  
 
３．研究の方法 
 本研究では，まずフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空における波動方

程式の滑らかな解の伝播速度を考え，台が有界である初期値をもった解の台の時間変化を明ら

かにする必要がある．台の広がり方が解の時間大域解存在や解の爆発条件を決定する鍵となる

からである． 

 次に方程式の解のエネルギー評価を求め，ソボレフの不等式などを用いて時間局所解を構成

する．同時に時間大域解存在の条件を明らかにしていくことを目指した．一方で解の有限時間で

の爆発についても考察する必要がある．これまで用いられてきたテスト関数の改良版，あるいは

特殊関数で表されるテスト関数を用いた方法で解の爆発を示すことを試みた．他の道具は，解の

空間変数に関する積分をとることによって，方程式を時間変数についての微分不等式に帰着さ

せる方法である．これは加藤の不等式と呼ばれる．方程式に合ったタイプを構築し，フリッツ・

ジョーンによる逐次近似法を用いた加藤の不等式の一般化を目標とした．これらの方法が適用

できれば，爆発条件だけでなく，爆発解の存在時間評価も可能となる． 

 本研究課題は，消散型波動方程式研究に精通している研究協力者とともに取り組んだ．  

 

４．研究成果 

 フリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空における波動方程式の滑らかな解

の伝播速度については，時空のスケール因子が時間変数のべき乗タイプのものと指数関数タイ

プのものに分けて考察した．台が有界である初期値をもった解の台が時間とともにどのように

変化するかを明らかにして伝播速度が有限であることを証明した．さらに，スケール因子の時間



積分を用いることによってこの場合分けが不要となり，解の台の広がり方を一般化させること

ができた． 

有限時間における解の爆発については，まず非線形項が未知関数の冪乗であるタイプから取

り組み，最初に減速膨張の場合を考えた．その結果，解の時間大域的存在と爆発を分ける臨界条

件を割り出した．これはシュトラウス指数の一般化に当たり，波動型と言える．劣臨界条件のも

とで解の爆発および解の存在時間の評価を示すことに成功した．しかし，この爆発条件は，方程

式の消散項係数が小さい場合，すなわち波動型に近い場合良い結果であるが，消散項の係数が大

きい場合は必ずしもそうではないことがその後判明した．この場合は方程式が熱方程式に近い

ことを意味する．そこで，いわゆる藤田型指数を割り出し，劣臨界条件のもとで解の爆発および

解の存在時間の評価を示すことに成功した．これにより解の爆発条件を拡張することができた．

得られた結論は，解の存在時間の評価が三つのタイプに分けられるということである．これに伴

って爆発条件の領域も三つに分かれ，三番目の臨界条件が登場した．さらに，方程式が波動型，

熱方程式型，どちらの場合においても臨界条件のもとで解の爆発および解の存在時間の評価を

示すことに成功した． 

次に等速膨張あるいは加速膨張する場合について研究を行い，解の爆発および爆発解の存在

時間の評価を示した．1より大きい任意の冪乗で解の爆発が起こるという結果である．これは任

意の小さい初期値に対して時間大域解を期待することは不可能であることを意味する．さらに，

加速膨張の特別な場合であるドジッター時空についても研究した．未知関数の冪乗タイプ，未知

関数の空間変数に関する偏導関数の冪乗タイプの両方で解の爆発条件および爆発解の存在時間

の評価を導き出すことができた．ドジッター時空での波動方程式の時間大域解の存在問題はこ

れまで未解決であった．解の爆発結果を初めて示すことができ，国内外にインパクトを与えた． 

未知関数の偏導関数の冪乗タイプである方程式についても考察した．その結果，減速膨張，等

速膨張，加速膨張に対して，いずれも解の爆発条件および爆発解の存在時間の評価を得ることが

できた．非線形項の偏導関数が時間変数についての場合と空間変数についての場合とで比較し

てみると，解の爆発条件および爆発解の存在時間の評価が異なり，興味深い結果が得られた．偏

導関数が時間変数についての場合と空間変数についての場合では，解の爆発条件および解の存

在時間の評価が異なることは予想外であった．特に，非線形項が時間変数についての偏導関数で

ある場合の爆発臨界条件は，ミンコフスキー空間で登場するグラッシー指数の一般化に当たり，

これは特筆すべき点である． 

その後，これまでに得られた爆発解の存在時間の評価は場合によっては改良できることがわ

かった．非線形項が未知関数の冪乗であるタイプあるいは未知関数の空間変数に関する偏導関

数の冪乗タイプの波動方程式について，等速膨張あるいは加速膨張に該当する場合，消散係数が

1より小さいならば，爆発解の存在時間が以前の結果より短くなることを証明した． 

未知関数の時間に関する偏導関数の冪乗タイプについては，新たに見つかった臨界条件のも

とでは解の爆発が未解決であった．この問題にも取り組んだ結果，解の爆発を示し，爆発解の存

在時間の評価を求めることができた． 

本研究の最終年度では，加速膨張するドジッター時空を一般化した宇宙モデルの場合を含む

ような，係数が時間変数に依存するラプラス項に拡張した波動方程式に取り組んだ．まず消散効

果が消えない場合において，爆発解の存在時間についての評価を一般化させることができた．ま

た，時間が経つにつれて消散効果がなくなっていく場合の波動方程式についても解の爆発条件

および爆発解の存在時間の評価を求めることができた．時間大域解存在については，ある非線形

項に対して，エネルギー法を用いて示すことができた．この時間大域解存在条件を爆発条件と照

らし合わせると，これまでに得られた爆発条件の一部は最良であることが明らかになった． 

全体を通して振り返ると，解の有限時間での爆発が起こる条件を求めた結果，波動方程式型，

熱方程式型と見なせる臨界指数の他，ミンコフスキー空間では見られない２つの新たな臨界指

数が見つかった．これに伴い，解の存在時間の評価は様々なタイプに分かれた．ミンコフスキー

空間の場合と比べて解の爆発が起こりやすいこと，滑らかな爆発解の存在時間も短くなること

が判明した．今後は一般化された方程式の研究，証明方法の統一化が見込まれる． 
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