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研究成果の概要（和文）：準線形楕円型方程式の解構造に関して，特に正値解の一意性とその漸近挙動を変分的
手法を用いて明らかにした。この準線形楕円型方程式は双対変分構造を持ち，方程式を半線形楕円型方程式に変
換することで研究を進めることができる。このアプローチの副産物としてスカラー場型半線形楕円型方程式の正
値解の一意性に関する従来の研究成果を拡張することもできた。正値解の漸近挙動に関しては正値解を適切に自
己相似変換した関数がタレンティ関数に収束することを明らかにし，漸近的プロファイルを完全に解明した。
また，遠方での増大度条件を全く課さない半線形楕円型方程式に対して，正値解の存在やその漸近挙動を解明し
た。

研究成果の概要（英文）：By using variational methods, I studied the uniqueness of positive solutions
 and its asymptotic behavior for some class of quasilinear elliptic equation. Since this quasilinear
 elliptic equation has a dual variational structure, I could transform quasilinear elliptic equation
 into a semilinear one. As a byproduct of this approach, I also could extend previous works on the 
uniqueness of positive solutions for some semilinear elliptic equations of scalar field type. As for
 the asymptotic behavior, I found that an appropriate self-similar transformation of  positive 
solution converges to the Talenti function, and the asymptotic profile is completely revealed.
I also clarified the existence of positive solution and its asymptotic behavior for semilinear 
elliptic equations that do not impose any growth condition at infinity.

研究分野：偏微分方程式，変分解析

キーワード： 準線形楕円型方程式　変分解析　正値解　漸近挙動

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
近年臨界点理論の発展に伴い，準線形楕円型方程式への変分的手法の適用について活発に研究されるようにな
り，特にプラズマ物理学に端を発するシュレディンガー方程式の定在波解を与える準線形楕円型方程式の変分的
研究が当該分野の主題のひとつとなっている。本研究ではこの方程式の解構造，特に正値解の一意性およびその
漸近挙動，漸近的プロファイルを明らかにした。この研究成果は従来の優線形劣臨界増大度の非線形項を持つ半
線形楕円型方程式に対する研究にも新たな切り口を与えた。また，数学的厳密化は物理学的応用研究の発展にも
寄与できる大きな意義のある研究である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
適切な関数空間上で定義された汎関数に対してその臨界点を求める問題を変分問題という。
近年，プラズマ物理学に端を発するシュレディンガー方程式の定在波解を与える準線形楕円型
方程式の変分的研究が当該分野の主要課題のひとつとなっている。しかし，準線形楕円型方程式
は主要部の準線形性と非線形項の非線形性が複雑に絡み合い解析は容易ではないので，先行研
究成果も限定的なものが多く，より広汎な研究成果，本質的な構造理解が期待されていた。本研
究はそのような研究動向の中で，絶対零度下における液体ヘリウム膜の超流動状態を記述する
準線形シュレディンガー方程式の定在波解を与える準線形楕円型方程式の解構造の解明を目指
した。この方程式に対しては 2004 年に Colin-Jaenjean によって双対アプローチと呼ばれる方
程式の双対変分構造に着目した変分的定式化が提唱され，この方法を用いて活発な研究が行わ
れるようになった。研究代表者は双対アプローチを数理モデルとして重要な場合を包含する形
で一般化し，拡張した一般化双対アプローチを用いて方程式に対する変分的研究を率先してき
た。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は変分的アプローチを用いて準線形楕円型方程式の解構造を解明することであ
る。特に正値解の一意性，非退化性と準線形項に付随するパラメータを限りなく 0 に近づけた
時の漸近挙動および漸近的プロファイルを明らかにすることを目的とする。また，準線形項およ
び非線形項の一般化も視野に入れ，一般化双対アプローチを直接適用できないタイプの準線形
楕円型方程式の変分解析へ繋げられるように解構造の本質的理解を目指す。 
 
３．研究の方法 
 
長年共同研究を続けてきた柴田将敬氏（名城大学），渡辺達也氏（京都産業大学）を研究分担
者に迎え入れ，以下のテーマについて研究を行った。 
 
(1) 準線形楕円型方程式に対する正値解の一意性，非退化性 
一般化双対アプローチを用いて方程式を半線形楕円型方程式に変換し，この半線形楕円型方
程式の正値解の一意性を示すことで，もとの準線形楕円型方程式に対する正値解の一意性を示
す。この方針においては半線形楕円型方程式の一意性に関する先行研究成果を拡張することが
必要となる。正値解の一意性が得られるとそこから方程式に対応する線形化作用素の定性的な
性質を解析でき，正値解の非退化性も示すことができる。 
 
(2) 正値解の漸近挙動および漸近的プロファイルの解明 
準線形項に付随するパラメータを 0 に近づけた時の正値解の漸近挙動について，特に非線形
項の増大度がソボレフ臨界の場合について研究を行う。非線形項の増大度がソボレフ劣臨界の
場合はスカラー場型半線形楕円型方程式からの摂動として捉えることができる。一方，ソボレフ
優臨界の場合は爆発現象が起こることが知られている。これらに対してソボレフ臨界の場合は
準線形項から決まる方程式の斉次性と非線形項のそれがつり合うケースとなっており，それ故，
漸近挙動の解析は長らく未解決であった。ここでは試験関数のエネルギー評価をより精密に行
うことにより，正値解を適切に自己相似変換したものがタレンティ関数に収束することを示す。 
 
４．研究成果 
 
(1) 準線形楕円型方程式に対する正値解の一意性，非退化性 
スカラー場型半線形楕円型方程式の正値解の一意性に関しては非線形項の増大度が優線形劣
臨界の場合においては（ほぼ）解決しているが，この研究成果を非線形項の増大度が劣線形の場
合に拡張し，この拡張した結果を一般化双対アプローチによって変換した半線形楕円型方程式
に直接適用することにより，方程式に含まれるパラメータや非線形項の増大度に対する制限な
しに正値解の一意性を示すことができた。さらに準線形項をより一般化した方程式に対しても
正値解の一意性を示すことに成功した。正値解の一意性についてはパラメータや非線形項の増
大度などに制限を付けた部分的な解決しかなかったが，本研究により完全解決した。また，スカ
ラー場型半線形楕円型偏微分方程式の正値解の一意性に関する既存研究成果は最新のものでも 
20 年以上前のものであり，本研究によって停滞していた理論に新たな切り口が与えられた。 
正値解の一意性に関する既存研究成果の拡張については，方程式の非線形項から構成される 
growth function と呼ばれる関数の挙動をスツルムの比較定理などを用いて詳細に調べること
で，非線形項の増大度が劣線形の場合においても正値解の一意性を示すことができた。スカラー



場型半線形楕円型方程式は（非線形シュレディンガー方程式など）様々な数理物理モデル等に現
れ，元となる物理モデルからの要請でエネルギー最小解（基底状態解）を詳しく調べることは重
要であり，また，多くの基底状態解は正値解である。本研究により基底状態解の一意性に関する
数学的正当化範囲を拡張することができた。 
この結果を準線形楕円型方程式に対する正値解の一意性，非退化性へ応用する場合，一般化双
対アプローチによって，方程式をスカラー場型半線形楕円型方程式へ変換することになるが，こ
の変換の際に用いる関数の漸近形状などを詳しく調べる必要がある。これらを詳しく解析する
ことで，準線形項の一般化にも成功した。 
 
(2) 正値解の漸近挙動および漸近的プロファイルの解明 
正値解の漸近挙動は非線形項の増大度と密接な関係があり，増大度が優線形ソボレフ劣臨界
の場合とソボレフ優臨界の場合は研究代表者および分担者の共同研究により詳細な結果が得ら
れていた。これに対して増大度がソボレフ臨界の場合は極限方程式のスケール不変性によりエ
ネルギー最小レベルの極限の一意性が不明であり，従来のケース（優線形ソボレフ劣臨界の場合
またはソボレフ優臨界の場合）とは全く様相が異なる問題となっている。本研究では試験関数の
エネルギー評価を 2 次の項まで詳細に行うことにより，正値解を適切に自己相似変換したもの
がタレンティ関数に収束することを示すことに成功した。さらに，この収束が部分列に依らない
ことも示すことができた。空間 4 次元以上では極限の一意性を比較的容易に示すことができた
ので，部分列に依らない収束も比較的簡単に示すことができた。これに対して，空間 3 次元の
場合はタレンティ関数が 2 乗可積分空間に属さないことが要因となり問題がさらに複雑にな
る。ここでは試験関数の構成方法に修正を加えたことにより，4 次元以上の場合よりもさらに詳
細なエネルギー評価が可能となり，問題を解決することができた。 
 
(3) その他の研究成果 
一般化双対アプローチを用いて準線形楕円型方程式を半線形楕円型方程式に変換すると遠方
で劣線形の増大度を持つ半線形楕円型方程式が現れる場合があるが，これと関連して劣線形の
増大度を持つ半線形楕円型方程式の特異摂動問題についても研究を行った。優線形劣臨界の増
大度を持つ半線形楕円型方程式の特異摂動問題についてはその可解性や正値解のピークの位置
とポテンシャルの形状との関係性など非常に多くの研究成果があるが，劣線形の増大度を持つ
半線形楕円型方程式の特異摂動問題についてはそれらの多くが未解決である。本研究ではエネ
ルギー最小解はコンパクトサポートを持つことを示した。この研究成果は優線形劣臨界の場合
とは全く異なる結果であり，マルチピークを持つ高エネルギー解の構成に重要な知見をもたら
す。 
つぎに原点付近でのみ増大度の仮定を課し，無限遠方での増大度条件を全く課さない局所的
に優線形な非線形項を持つ半線形楕円型方程式に対して，正値解の存在や漸近挙動についての
研究も行った。この半線形楕円型方程式に対する研究は本研究の目的である準線形楕円型方程
式の解構造解明へ向けた基礎研究であり，研究を進展させるために必要不可欠なものである。通
常，非線形項に対して増大度を課さない場合，その方程式の可解性に対して変分的手法を直接適
用して解析することは不可能である。本研究ではまず非線形項を適切に修正し，修正方程式に対
して変分的手法を適用して正値解の存在を示し，次いで，修正方程式の解のアプリオリ評価を導
出した。さらにこのアプリオリ評価を用いて，方程式に含まれるパラメータが十分に大きい場合，
修正方程式の解が元の方程式の解となることを示した。このように一旦方程式を既存の臨界点
理論が適用可能なように修正し，そこで得られた解が元の方程式の解であることを示す手法は
よく用いられるものであるが，修正方程式と元の方程式との関係性についてはその都度，詳細な
解析が必要となる。本研究では臨界値のアプリオリ評価とモーザーの反復法を組み合わせるこ
とにより，この関係性を明らかにすることができた。 
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