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研究成果の概要（和文）：位相速度が波長によって異なる波は分散性をもつという。本研究においては非線形分
散型波動方程式の代表例である非線形 Schrodinger 方程式や同方程式を含む連立系である 
Maxwell-Schrodinger 方程式を中心に，方程式の可解性や解の挙動を関数解析的手法により研究した。非線形分
散型方程式の解析において基本的な Strichartz 型評価や Kato 型平滑化評価を拡張し， 非線形 Schrodinger 
方程式の初期値問題の可解性に関する結果を改良した。さらに，Maxwell-Schrodinger 方程式や Benjamin-Ono 
方程式の解の時間大域的挙動を解明した。

研究成果の概要（英文）：Waves whose phase speed varies with wavelength are said to be dispersive. 
This study is mainly devoted to the nonlinear Schrodinger equation, which is a typical example of 
nonlinear dispersive equations, and the Maxwell-Schrodinger system,  which is a coupled system of 
dispersive and  hyperbolic equations. We studied the solvability and solution behavior of these 
equations by functional analytic methods. We proved modifications of Strichartz and Kato type 
smoothing estimates, which are fundamental tools in the analysis of nonlinear dispersive equations, 
and improved the results on the solvability of the initial value problem of nonlinear Schrodinger 
equations. Furthermore, we clarified time global behavior of solutions of the Maxwell-Schrodinger 
and Benjamin-Ono equations.

研究分野： 非線形偏微分方程式論

キーワード： 非線形偏微分方程式　分散型方程式　時空間評価　Schrodinger 方程式　適切性　解の時間大域的挙動

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究における非線形 Schrodinger 方程式の初期値問題の適切性に関する結果は初期データが小さい場合には
最良と考えられるものであり，これによって同方程式の数学的構造が明確になったといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 非線形 Schrödinger 方程式の適切性に関する研究は 1970 年代に始まり，Ginibre–Velo (1979, 
1985), Tsustumi (1987), Kato (1987, 1995), Cazenave–Weissler (1990) などにより非線形項の
増大度と適切性を考える関数空間（この場合は Sobolev 空間 H^s）との関係があきらかにされ
てきた。適切性及び散乱理論の研究においては Strichartz 評価とよばれる線形波動方程式，分
散型方程式の解に対する時空間評価が本質的な役割を果たしてきた。これらの研究により適切
性に関する結果はほぼ確立されたと考えられていたが，非線形項の滑らかさが限られている場
合には未解決の部分があることが Tsutsumi (1987) や Pecher (1997) により指摘されていた。
彼らの手法の要点は，Schrödinger 方程式は時間変数に関して 1 階，空間変数に関して 2 階の
方程式であるので空間変数に関する偏微分を時間変数に関するもので代替することにより非線
形項の滑らかさに関する仮定を弱めることにある。特に Pecher は Strichartz 評価を時間に関
する分数階微分を含む形に拡張することにより分数次の Sobolev 空間における適切性の結果
を改善するものであった。Pecher の修正 Strichartz 評価は方程式のスケール変換に関して不
変ではないため，臨界冪の場合の場合に適用することができなかったが，代表者，分担者共著の 
Nakamura–Wada (2016) によりスケール変換に関して不変な形に改良され，臨界冪の場合への
適用が可能になった。 
 非線形分散型方程式やその連立系の解の漸近挙動の研究，特に散乱理論の観点からの研究も 
1970 年代からの蓄積があり，1990 年代初頭からは非線形散乱の研究においても所謂長距離型
散乱理論の研究が盛んになった。荷電粒子の運動と電磁場の時間発展との相互作用を記述する 
Maxwell–Schrödinger 方程式系も短距離型と長距離型の臨界に相当する方程式であり，その散
乱理論は Tsutsumi (1993)，Shimomura (2003)，Ginibre–Velo (2003, 2007) などによって研究
されていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究においては，背景でも述べた Pecher，Nakamura–Wada による修正 Strichartz 評価
を改善，拡張することにより非線形分散型方程式の適切性に関する研究を進展させること，
Maxwell–Schrödinger 方程式系など分散型方程式を含む方程式系の解の挙動についてあきら
かにすることを目的とした。 
 
 
３．研究の方法 
 
 本研究の実施にあたっては，研究分担者の中村誠氏，北直泰氏と密に連携して研究を進めた。
主として中村氏は解の時空間評価や初期値問題の適切性，北氏は解の漸近挙動の解析を担当し
た。さらに代表者の所属する島根大学の大学院総合理工学研究科（改組後は自然科学研究科）の
大学院生も研究に参加してもらい，共同で研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 
 
 上記 Pecher (1997) による仕事においては時間変数に関する Besov 空間が用いられている
が，この空間のノルムには複数の定義があり，互いに同値であることが知られている。Pecher 
の論文においても必要に応じて複数の定義を使い分けている。しかしながら，複数の定義の同値
性はあくまでも時間区間を固定した場合に成立するものであり，区間幅を変化させたときの一
様性は別問題である。Pecher の論文はこの点に考慮を払っていないように思われる。代表者は
非線形 Schrödinger 方程式の適切性に関する研究を進める上でこの点に気づき，Besov ノルム
の Littlewood–Paley 分解による定義のみを用いてて Pecher の結果の別証明を与えた。これに
より劣臨界の場合の時間局所適切性はほぼ解決されたといえる。 
 Pecher，Nakamura–Wada による修正 Strichartz 評価は線形 Schrödinger 方程式の時空間
評価を与えるものであるが，そこで用いられている関数空間は時間変数，空間変数のいずれかの
偏導関数を評価するものであった。代表者は分担者の中村誠氏と共同で時間変数，空間変数の両
方の偏微分が混在する形の時空間評価式を証明し，これを臨界冪乗型非線形 Schrödinger 方程
式の小さな初期データに対する初期値問題の適切性に応用した。この評価式により，以前の 
Nakamura–Wada (2016) による結果で未解決であった部分を解決することができ，この問題は
完全に解決されたと考えることができる。 
 一方で，初期データが大きい場合，滑らかさの低い臨界冪乗型非線形 Schrödinger 方程式の



適切性については未解決の部分が残されていた。代表者は大学院生の田畠孝亮氏と共同でこの
問題に取り組み，Tsutsumi (1987)，Kato (1989)，Cazenave–Fang–Han (2016) などの手法を
拡張して用いることにより未解決部分の一部を解決した。この問題の完全解決は今後の重要な
課題である。 
 代表者は大学院生の Yan Liu 氏と共同で，Lorenz ゲージ条件の下で Maxwell–Schrödinger 
方程式系の大きな散乱データに対する修正型波動作用素の存在を証明した。Coulomb ゲージ条
件の場合には，対応する結果は Ginibre–Velo (2007) により得られていたが，より高次の漸近
形を用いることにより同様の結果が Lorenz ゲージ条件の場合にも成立することを示した。 
 代表者は研究分担者の北直泰氏と共同で，分散型方程式の典型例のひとつである Benjamin–
Ono 型方程式の解の漸近挙動について研究した。同方程式は Riesz 変換を用いることにより微
分形非線形 Schrödinger 方程式に帰着して解析することが可能であるが，非線形項が共鳴因子
を含むため解析が困難であった。我々は Fourier 級数を用いて共鳴因子と非共鳴因子を分離す
ることにより時間変数について解の高次の漸近展開を求めることに成功した。 
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