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研究成果の概要（和文）：本研究では、ホインの微分方程式やパンルヴェ方程式を中心としたアクセサリーパラ
メーターに関連する微分方程式や差分方程式が主要な研究対象であったが、とくにｑ差分方程式に対して思いが
けない結果を得た。
ｑホイン方程式やこれの変異版について、対称性やｑパンルヴェ方程式との関係について結果を得た。一方でｑ
超幾何方程式の変異版の導入や解の探求も行った。ｑホイン方程式などの研究がｑミドルコンボルーションに関
する研究とつながったことが、当初予期していなかった成果となった。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we investigated differential equations and 
difference equations associated with accessory parameters. An important example of the differential 
equations having an accessory parameter is Heun's differential equation. The q-Heun equation is a 
q-difference analogue of Heun's differential equation.
We obtained several results on the q-Heun equation and its variants from the perspective of the 
symmetry and the q-Painleve equations. We introduced the variants of the q-hypergeometric equation, 
and we investigated their solutions. The results between the q-middle convolution and the q-Heun 
equation were beyond our expectations. 

研究分野： 数学、解析学、数理物理、可積分系

キーワード： アクセサリーパラメーター　qホイン方程式　ホインの微分方程式　変異版q超幾何方程式　qパンルヴェ
方程式　パンルヴェ方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
超幾何関数は特殊関数の代表例で重要な関数であるが、これは超幾何微分方程式の解として特徴付けられる。こ
れは３つの確定特異点をもつことで特徴付けられ、アクセサリーパラメーターをもたずにリジッドである。ホイ
ンの微分方程式は４つの確定特異点をもつことで特徴付けられアクセサリーパラメーターをもち、理論物理でも
時々現れる。
本研究では超幾何微分方程式やホインの微分方程式のｑ差分化に関して成果が得られ、数学的構造について理解
が深まった。特殊関数への応用が期待でき、さらには本研究の成果が宇宙論を含む理論物理に波及する可能性が
ある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
超幾何関数は特殊関数における重要な例となっており、物理や数学においてさまざまな場面

で登場するものである。超幾何関数は超幾何微分方程式の解として特徴付けられる。超幾何微分
方程式においては解の積分表示など多大な結果が知られているが、この理由として超幾何微分
方程式はアクセサリーパラメーターをもたないことが挙げられる。 
一方、ホインの微分方程式はアクセサリーパラメーターをもっていて、超幾何微分方程式に比

べて解明度合が低い。パンルヴェ方程式についても、アクセサリーパラメーターとの関連が知ら
れている。 
また、超幾何関数のｑ変形としてｑ超幾何関数（もしくは basic hypergeometric function）

が古来より知られており、さまざまな研究がなされてきた。ホインの微分方程式においてもｑ変
形が Hahn により 1971 年の論文で発見されていたが、しばらく忘れられていた。ところが、報
告者 (2017, J. Int. Sys.) により Ruijsenaars 模型の退化を調べる過程で再発見された。 
研究開始当初は、とくにアクセサリーパラメーターをもつｑ差分方程式については発展の余

地が大きく残されていた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究では、ホインの微分方程式やパンルヴェ方程式を中心としたアクセサリーパラメータ

ーに関連する微分方程式や差分方程式について探求する。 
ホインの微分方程式やこれの拡張については、パンルヴェ方程式と関連する研究や対称性に

注目した研究などを行う。ホインの微分方程式のｑ差分化（ｑホイン方程式）においては解明す
べきことが多く、方程式の退化の様子や特殊解の探求などが課題である。ｑパンルヴェ方程式と
の関係も肝要である。 
 超幾何微分方程式に代表される特殊関数を、アクセサリーパラメーターに関係する微分方程
式の解などに拡げていき、物理の模型などへの応用の素地を作っていきたい。 
 
３．研究の方法 
 
報告者は (2017, J. Int. Sys.) においてパンルヴェ-ホイン対応のｑ変形としてｑパンルヴ

ェ方程式とｑホイン方程式との関係を調べたが、これについて研究を発展させて対称性などを
元に双方の方程式の解の解析にも応用させたい。ｑ差分方程式の研究においては、複素変数の微
分方程式の確定特異点における級数解の方法を適切に用いることが考えられる。また、ｑパンル
ヴェ方程式の研究で注目されてきたアフィンワイル群対称性に注目してｑホイン方程式などに
適用することも考えられる。 
ｑミドルコンボルーションは坂井氏および山口氏(2017, IMRN)によりミドルコンボルーショ

ンのｑ変形として導入されており、ｑ変形された積分であるジャクソン積分との関係も調べら
れていた。これを用いることでｑ差分方程式の解自体や対称性について調べていく。 
 
４．研究成果 
 
2018 年度には、おもに qホイン方程式について結果が得られた。報告者は (2017, J. Int. 

Sys.) において q ホイン方程式を２通りの方法で導き出したが、その１つは Ruijsenaars-van 
Diejen 作用素から 4回の退化によって導出するものである。2018 年度に出版された論文「On q-
deformations of Heun equation」では、この退化において 2回退化のものと 3回退化のものに
ついて、確定特異点や見かけの特異点の理論を差分化したものからの特徴付けを行った。4回退
化のｑホイン方程式においては、q→1の極限で 4点 {0,1,t,∞} に確定特異点をもつフックス
型微分方程式、すなわち標準形でのホインの微分方程式が得られるが、3回退化においては q→
1の極限で無限遠点が特異点でない 4点 {0,t_1,t_2,t_3} に確定特異点をもつフックス型微分
方程式が現れること、および 2 回退化においては q→1の極限で原点および無限遠点が特異点で
ない 4点 {t_1,t_2,t_3,t_4} に確定特異点をもつフックス型微分方程式が現れることがわかっ
た。ｑ差分方程式においては微分方程式の場合とは違って原点および無限遠点が特別な特異点
となると考えられるが、このことが退化の構造と整合的であることがわかった。他に、中央大学
大学院博士前期課程を修了した小嶋健太郎氏と佐藤司氏との共同研究とそれを引き継いだ研究
が進展した。 
2019 年度には、小嶋氏と佐藤氏との前述の研究成果が学術雑誌に掲載された。論文

「Polynomial solutions of q-Heun equation and ultradiscrete limit」において、qホイン
方程式の多項式解について、既に知られているホインの微分方程式の多項式解の理論と同様の
手法が有効であることを示した。さらに、その解のより詳しい挙動について、qを 0に極限をと
るという超離散極限を用いて解析した。また、当時中央大学大学院博士前期課程に在籍していた



波多野修也氏、松縄竜弥氏、佐藤智輝氏と共著で「Variants of q-hypergeometric equation」
という題の論文原稿を作成し、日本数学会 2019 年度秋季総合分科会にて研究発表を行った。こ
の研究ではｑ差分超幾何関数のみたすｑ差分超幾何方程式に関連するものとして、ｑホイン方
程式の視点から変異版ｑ差分超幾何方程式を発見した。そして、その方程式の具体的な解をいく
つか構成した。 
2020 年度には、前述の論文原稿に引き続いて松縄氏、佐藤氏と共著で「Variants of confluent 

q-hypergeometric equations」という題の論文原稿を作成した。また、当時中央大学大学院博士
前期課程に在籍していた佐々木憧子氏、高木駿氏とｑパンルヴェ方程式とｑホイン方程式につ
いての研究を行った。その成果の一部として、日本数学会 2021 年度年会（2021 年 3月開催）に
て２件の研究発表を行った。この研究では、ｑパンルヴェ方程式の初期値空間を得るためのブロ
ーアップの計算を、ｑパンルヴェ方程式に Lax Pair の一部として関係する線形ｑ差分方程式に
も適用し、結果としてｑホイン方程式やこれの変異版が得られることを示した。また、ｑミドル
コンボルーションの理論をｑパンルヴェ方程式に関係する線形ｑ差分方程式にも適用できるこ
とを示し、ｑミドルコンボルーションから引き起こされる対称性をｑパンルヴェ方程式での拡
大アフィンワイル群と関係付けることに成功した。 
2021 年度には、前述の佐々木氏、高木氏との共同研究の結果として、ｑパンルヴェ方程式の

初期値空間とｑホイン方程式およびその変異版に関するプレプリントおよびｑミドルコンボル
ーションとｑパンルヴェ方程式に関係するプレプリントを書き上げた。関連して単著でプレプ
リント「On symmetry of q-Painleve equations and associated linear equations」を作成し
た。これらは後に査読を経て出版された。また、オンラインで開催された国際研究集会
「International Conference Days on Diffraction 2021」において講演を行った。その講演で
は、前半で Kazakov 氏および Slavyanov 氏の業績を中心にホインの微分方程式とその周辺につ
いての積分変換に関するレヴューを行い、後半ではｑミドルコンボルーションに関係するｑホ
イン方程式の積分変換についての報告者らの結果を発表した。この内容は、査読付きの国際会議
プロシーディングスとして出版された。また、松縄氏と佐藤氏と共著論文についても、別の査読
付き国際会議プロシーディングスとして出版された。 
2022 年度には、お茶の水女子大学の大学院生である新井由美氏と共同研究を行い、ｑミドル

コンボルーションの収束性および変異版ｑ超幾何方程式について研究成果を得ることができた。
ｑミドルコンボルーションは坂井氏・山口氏(2017 IMRN)により導入されており、ｑ変形された
積分であるジャクソン積分との関係も調べられていた。新井氏と報告者により、ｑミドルコンボ
ルーションに付随するジャクソン積分に対して１パラメーター拡張を行った上で収束性に関す
る議論も含めて再定式化を行った。そして、この再定式化されたｑミドルコンボルーションを用
いることで、変異版ｑ超幾何方程式のいくつかの解を導出することができた。また、前述の佐々
木氏、高木氏との共同研究により得られたｑパンルヴェ方程式の初期値空間とｑホイン方程式
およびその変異版に関する論文およびｑミドルコンボルーションとｑパンルヴェ方程式に関係
する論文について、改訂を経て採択された。他に２本の論文が採択された。 
 
研究期間全体を通じて、とくにｑホイン方程式や変異版ｑ超幾何方程式について研究が当初

の想定を超えて進展した。 
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