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研究成果の概要（和文）：本研究では、地震の進行過程がもつ特有な性質（スケール不変性や摩擦によるエネル
ギー散逸など）を盛り込んだ数理モデルを考察した。その結果、線形動弾性体における固定されたき裂面上に既
知の摩擦力と一般化した非貫通条件（SCD条件と名付けた）を与えた初期値境界値問題に対する定性理論が得ら
れた。また、地震学への応用として、自己相似的に拡大するき裂に対し、いくつかの摩擦条件を課した問題につ
いて、すべり速度の表示公式を導出した。さらに、弾性体におけるき裂の逆問題についての手法を発展させ、コ
ンクリートや岩石などの多孔性媒質を記述する新しい弾性体モデルについてのき裂問題に対する数学理論を構築
した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we consider a mathematical model that incorporates the unique
 properties of the earthquake progression process, such as scale invariance and energy dissipation 
due to friction. As a result, a qualitative theory for an initial value boundary value problem with 
a given friction force and a generalized non-penetration condition (named SCD condition) on a fixed 
crack surface in a linear dynamic elastic body is obtained. As an application to seismology, an 
indication formula for the slip velocity was derived for a problem in which several friction 
conditions are imposed on a self-similarly expanding crack. Furthermore, the method for the inverse 
crack problems in elastic bodies was developed, and a mathematical theory for the crack problem was 
constructed for a new elastic model describing porous media such as concrete and rock.

研究分野：偏微分方程式
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
線形動弾性体におけるき裂問題に摩擦条件と接触条件を課した問題については未解決なことが多かったが、現象
に見合ったき裂面における摩擦条件や接触条件を考察し、数学理論を発展させた。これらは今後、地震学で用い
られている摩擦モデルの理論的解析に貢献できると考えられる。また、地震の特徴を組み込んだ数理モデルの解
析解の導出は地震学における破壊伝播速度の決定機構の解明につながるものである。さらに、非破壊検査に関連
するき裂の逆問題および多孔質弾性体を記述する新しい数理モデルにおけるき裂問題の数学解析で得られた成果
は工学分野への波及効果が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
破壊現象とはき裂進展過程を示す動的現象である。1920年頃に２次元線形弾性体領域におけ
るき裂進展に関する理論的解析が開始され、破壊現象の数理解析の先駆けとなった。その後、静
的問題については数学の分野内でも、き裂や角を含むような滑らかでない領域における偏微分
方程式の研究が発展し、特に重み付きソボレフ空間などの関数空間の整備により、数学的にも体
系化されてきた。 
一方、動的き裂進展問題については支配する法則は未だ確定されておらず、様々な数理モデル
が提唱されている現状である。また、き裂が固定されている場合においても、動弾性体や粘弾性
体を考えると、支配方程式が双曲型や放物型となる上、き裂上に摩擦条件や非貫通条件を課した
問題の解析には多くの数学的困難が伴うため、重要であるにもかかわらず未解決問題が多く残
っている状況であった（参考：C. Eck, J. Jarušek, M. Krbec 著の書籍“Unilateral Contact 
Problems. Variational Methods and Existence Theorems”）。 
また、地震学分野においては、近年、地震の進行過程の自己相似性すなわちスケール不変性と
いう発見に基づき、地震の数理モデルを無次元化によって大まかに解釈できる可能性が示唆さ
れている。しかし、破壊が伝播する速度が岩石の S 波（横波）速度の 40〜100％相当と個々の
地震において多様であることは、これまでの材料力学など工学分野での研究によって体系化さ
れた破壊力学の古典的な破壊の数理モデルでは容易に説明できない状況である。破壊伝播速度
は地震の規模とは独立に地表の強震動振幅を決定する、すなわち社会的被害の大きさに直結す
る、極めて重要なパラメータであるため、破壊伝播速度の決定機構の解明が待たれている。 
 破壊現象を逆の視点で捉えることも重要である。例えば、地震学における震源過程解析は、複
雑な地球内部を伝播した波を、限られた場所のみに設置された地震計で記録し、そこから未知の
断層挙動を推定することであり、いわゆる逆問題として定式化される。しかし、未知である波源
（破壊領域）が時間とともに拡大し、伝達関数の不確実性（地殻の不均質性の影響）が大きく、
さらに部分的な境界データ（限られた観測点の情報）しか使えないという極めて困難な逆問題で
ある。そのために現在の震源過程解析は非常に解像度が低いだけでなく、解析手法や仮定するパ
ラメータの差異によってしばしば解が大きく異なるという不安定性による問題に直面している。 
 
 
２．研究の目的 
上述の背景をふまえ、本研究では「動的破壊問題の数学解析と地震学への応用」をテーマとし、
地震の進行過程がもつ特有な性質（スケール不変性や摩擦によるエネルギー散逸など）を盛り込
んだ数理モデルを構築し、それを数学的に解析することにより、断層挙動の理解を深めるだけで
なく、強震動予測における重要な震源パラメータである破壊伝播速度やすべり速度の決定機構
の解明を目指す。また逆解析として、観測地震波形を用いた震源過程の理論解析を行う。不安定
性などの問題を打破すべく、線形（粘）弾性体におけるき裂や空洞の逆問題について、これまで
得られた研究成果の応用可能性の検証や、新たな理論的解法の開発を行う。これらにより、地震
研究の発展の理論的サポートとして貢献することが本研究の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
上記の研究目的を達成するため、主に以下の３つの課題に取り組む。なお、本研究で主に扱う
方程式は以下の線形弾性体方程式である。 
 
 
 
 
ここで、ρ0は物体密度（正定数）、 = は弾性テンソル(４階のテンソル)、 = ( )は変位
ベクトル、 = ( )は外力ベクトルである。 
 
（１）課題１：２次元の面内・面外変形の場合をそれぞれ考え、き裂がき裂方向に自己相似的に
等速（系の拡大速度、すなわち破壊伝播速度に相当）で拡大する問題の解析解を求める。そして、
断層破壊面の複雑な幾何形状や摩擦の効果、および接触条件をき裂面上の境界条件に取り入れ
て考える。また、断層モデルで提唱されている様々な摩擦条件（すべり量に依存する摩擦則など）
における定性理論を構築する。 
 
（２）課題２：課題１で得られた解析解からき裂先端における弾性歪みエネルギー解放率を計算
し、破壊伝播速度、摩擦挙動に関するパラメータ、周囲の物性値、遠方からのプレート運動によ
る力などの依存性を明らかにする。その後、課題１のき裂面上の境界条件を変化させて考える。
例えば、応力ベクトルが定数ではなく、き裂先端で応力が有限となり、かつすべり速度が破壊開
始時点でゼロからスタートするような関数を与え、その関数に含まれるパラメータと破壊伝播
速度との関係を明らかにする。 



（３）課題３：これまで得られた線形静弾性体における手法を深化させる。特に、線形動弾性体
の場合への拡張として、３次元線形動弾性体内の空洞及びき裂を再構成する理論的手法を確立
する。その後、地震学における震源過程解析の研究動向を調査しながら、地震学への応用として、
破壊が進行している（き裂が伝播している）中でのき裂の再構成の逆問題や、課題１の破壊伝播
速度やき裂面上のパラメータの再構成の問題についても取り組む。 
 
平成 30 年度から課題１、課題２の順に取り組み、結果に応じて随時フィードバックする。課題
３はそれらと並行して進める。また、得られた研究成果は多種の研究集会での発表や国際専門誌
への投稿により広く公開する。 
 
 
４．研究成果 
上記研究課題１、２、３に対応する研究成果をそれぞれ以下に記す。また、当初の研究計画には
なかったが、本研究課題を遂行する中で、それらに関連する研究成果が得られたため、それにつ
いても記す。 
 
（１）課題１・課題２について 
① ２次元の面外変形において、二層の界面にあるき裂がき裂方向に自己相似的に等速で拡大
する問題を考察した。き裂面上に応力ベクトルが定数という条件を与えた場合の解析解を
考察し、き裂先端における変位場や応力場の挙動を解析した。そして、き裂先端における応
力拡大係数の表示公式を得ることができた。その際、自己相似性から、２次元線形静弾性体
で用いられた複素関数を用いる手法が有効であることが確認でき、さらに、応力ベクトルが
定数ではなく(-1)次の斉次関数の場合についても検討した。また、均質媒質中の mode-III
（面外）平面き裂に自己相似な等速破壊伝播を仮定し、距離弱化型の摩擦条件を課した問題
を考察し、すべり速度を表す解の公式を導出した。 

② 地震時の断層破壊を想定した数理モデルについて、特にき裂面（断層面）に摩擦条件を課し
た問題の数学解析を行った。研究協力者の柏原崇人氏との共同研究により、線形動弾性体に
おいて、固定されたき裂面上に既知の摩擦力を与えた初期値境界値問題を考察した。き裂に
作用する摩擦力が時間だけでなく空間変数にも依存する場合を考察している点に本研究の
新規性がある。この問題は双曲型の変分不等式として表され、適当なデータとの適合条件の
下で解の存在と一意性を証明した。証明は、ペナルティ項を加えた正則化問題についてのガ
レルキン近似解を構成し、そのアプリオリ評価を得ることにより行われた。 

③ ②の結果を拡張し、粘性を考慮しない線形動弾性体において、固定されたき裂面上に既知の
摩擦力と速度を含む接触条件を課した初期値境界値問題について柏原氏との共同研究を行
った。この問題に関連する既存の結果としては、線形粘弾性体において境界にクーロン摩擦
と速度で与えた接触条件を課した問題については知られていたが、粘性を含まない線形動
弾性体のき裂問題や摩擦則と変位で与える通常の接触条件を課した問題については未解決
であった。そこで我々は、動的なシニョリーニ接触条件（SCD 条件）と名付けた修正接触条
件とトレスカ摩擦条件を課したき裂を持つ線形動弾性体を考えた。SCD 条件とは変位と速度
の両方を含む条件であるが、その特別な場合として通常の非貫通条件を含んでいるもので
ある。この問題に対して、一意的な強解が存在することを証明した。 

 
（２）課題３について 
① ２次元導電体におけるき裂の再構成について、研究協力者である池畠優氏が創案した囲い
込み法を援用し、既存の手法を発展させ、その数値実験も行った。これまでに１つの線分き
裂の再構成公式が得られたが、その数値実験や複数のき裂の場合に関しては十分な結果が
得られていなかった。そこで池畠氏らとの共同研究により、２枚の導電板を溶接した際の溶
接部を評価する問題を考察し、複数の線分き裂を再構成する理論的アルゴリズムを与えた。
さらに、フィンランドの研究グループとの協働により、その有効性を確認するための数値実
験を行った。 

② ①の結果を２次元線形弾性体の場合への拡張を検討し、池畠氏との共同研究により、解決の
糸口を見出した。同時に、数値実験については、フランスの研究グループとの共同研究を開
始し、現在、研究を継続しながら、論文の執筆準備中である。 

 
（３）研究目的に関連する成果について 
本研究遂行中に関連する以下の２つの問題を考察し、成果が得られた。前述の線形弾性体を仮定
した脆性破壊は現在まで線形破壊力学として体系化されてきた。しかし、き裂を含む線形静弾性
体を考えると、き裂先端で応力が集中し、これは歪みも発散してしまうことを意味するため、線
形弾性体の前提条件である微小歪みと矛盾が生じる。研究協力者である K.R.Rajagopal 氏(Texas 
A&M University)はこの不条理を解消し得るより広範な、構成則が陰関数で与えられる弾性体モ
デルを提案した。その１つの例である、弾性係数が密度に依存するモデルにおけるき裂問題を考
察した。また、き裂の非貫通条件は不等式タイプで与えられ、元来、物体間の接触問題を基にし
て考えられてきた。そこで、粘弾性体への剛体圧子の押し込み問題に関する研究を行った。 



① コンクリートや岩石などの多孔性媒質を記述する弾性体モデルとして、材料係数が平均垂
直応力に依存する弾性体モデルについて、研究協力者であるV.A.Kovtunenko氏(University 
of Graz)と Rajagopal 氏との共同研究を行った。本研究の特徴は、構成方程式が非線形で
あることだけでなく、非貫通条件を課したき裂問題を考えた点にある。この問題を変分不等
式で表し、その一意可解性を証明し、アプリオリ評価を導出した。また、上記の多孔性媒質
を記述する弾性体モデルをより広範に数学的に扱うために、線形化されたひずみテンソル
と平均垂直応力との依存性を閾値で正則化したいくつかのモデルに対する境界値問題を考
察し、それらの解の存在性を示した。さらに、一般化した圧縮性ケルビン–フォークト粘弾
性体の場合へと拡張した。 
Kovtunenko 氏らとの共同研究により、流体駆動破壊を記述する非貫通条件を課したき裂の
連成多孔質弾性体問題に対して、解の存在性を示し、変位と間隙水圧のき裂先端における漸
近展開を導出した。これにより、解の特異性が明らかになり、また、応力拡大係数を表現す
る積分公式が得られた。 

② 線形粘弾性体における剛体圧子の押し込み問題について、Kovtunenko 氏と Rajagopal 氏と
の共同研究を行った。まず、剛体円柱圧子の押込み問題および円柱の半径を 0 としたブシ
ネスク問題についての数学解析の結果をまとめた。さらに、より一般の形状の圧子の場合に
拡張することに成功した。 

 
上記のように、課題１、課題２、課題３すべてにおいて、一定の成果を上げた。特に線形動弾性
体における摩擦と非貫通条件を考慮したき裂問題の数学解析についての成果は得られたが、地
震学や逆問題への応用に関しては、当初の研究目的を達成するためには今後も研究の継続が必
要である。そこで、令和３年度には、本研究で理論的に考察した摩擦を伴うき裂進展を実験的に
検討するために、ソフトマターを専門とする田中良巳氏（横浜国立大学）を研究分担者に加え、
共同研究を開始した。UV/オゾン洗浄装置によって摩擦面の条件制御について検討し、様々な摩
擦条件の実現可能性を考察した。実験面での研究成果は本研究期間内には得られなかったが、本
研究で得られた数学解析結果の応用を今後も継続して検討したい。 
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