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研究成果の概要（和文）：行列値シュレディンガー作用素の量子共鳴の半古典極限における漸近分布についての
研究を行った。対応する古典軌道が、一方は周期軌道、他方は非捕捉的とし、両者が交差する場合を考える。前
者が生成する固有値が、後者との相互作用によって量子共鳴へと変化する（フェルミの黄金則）。この量子共鳴
の漸近分布を、古典軌道の幾何、特に交差の接触次数を用いて記述することに成功した。その鍵となるのは、交
差点における超局所的な解の漸近的振る舞いを記述する接続公式を計算することである。その計算は、本質的に
（退化した）停留位相法へと帰着される。

研究成果の概要（英文）：I studied with M.Assal and K.Higuchi the asymptotic distribution in the 
semiclassical limit of resonances for matrix valued Schroedinger operators. We consider the case 
where one of the corresponding classical trajectories is periodic and the other one is non-trapping 
and they cross each other. The eigenvalues created by the former periodic trajectory transform into 
quantum resonances by an interaction with the non-trapping one (Fermi's golden rule). We succeeded 
in describing the asymptotic distribution of these resonances in terms of the geometry of the 
classical trajectories, especially the contact order of the crossings.The point is the computation 
of the connection formula at a crossing point which describes the asymptotic behavior of the 
microlocal solutions.It is essentially reduced to a degenerate stationary phase method.

研究分野： 数学

キーワード： 行列シュレディンガー作用素　半古典解析　超局所解析　WKB法　量子共鳴の漸近分布
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研究成果の学術的意義や社会的意義
二つの古典軌道が横断的に交差する場合の接続公式は、作用素の標準形に帰着させることによって計算すること
ができる。これは特に新しい発想ではなく、A.Martinez、T.Watanabeとの共同研究でも利用した方法である。し
かし、交差が退化して、接触している場合には、標準形は知られておらず（あるいは存在せず）、全く別の発想
で接続公式を計算する必要があった。我々が採用した方法、すなわち厳密解を構成してそれらの間のWronskian
を計算する方法は、新しい発想に基づくもので、停留位相法に帰着されるという事実の発見は、この分野の研究
に新しい知見をもたらすものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
シュレディンガー作用素の半古典理論は、量子物理学における１世紀にわたる歴史を持つ一方、
1970 年代数学における超局所解析の理論の誕生と相俟って、近年に至るまで著しい発展を遂げ
てきた。ただ、行列値のシュレディンガー作用素については、その物理的・化学的な重要性（Born-
Oppenheimer 近似、断熱・非断熱近似の問題など）にもかかわらず、未だ十分な理解が得られ
ているとは言い難い。その大きな理由の一つは、行列値ポテンシャル、あるいは行列値作用素の
表象（シンボル）の固有値の重複度の変化（しばしばエネルギー交差と呼ばれる現象）によって、 
従来研究されてきたスカラーの作用素にはない困難が生じるからである。エネルギー交差がど
のような物理的・化学的量子効果をもたらすのかという問題は、数学的にも重要な課題であると
ともに、これまでにない研究方法の開発も必要とする。空間次元を１次元に限っても、先行研究
は少なく、我々は１次元のモデルについて、徹底的な解析を行うべく共同研究を行なっている。 
 
行列シュレディンガー作用素の共鳴の半古典極限における漸近分布の研究は、同課題の過去の
研究（A.Martinez, T.Watanabe との共同研究）においてすでに始めていた。ただしそこで扱っ
たのは、限定されたモデルのみで、特に２つのポテンシャルの交差は横断的であることを仮定し
ていた。それは厳密解の構成において収束を証明するために煩雑・膨大な評価を実行する必要が
あり、そのために何度も交差を繰り返すような複雑なモデルを解析することが難しかったこと、
また交差が横断的な場合以外、作用素をよく知られた標準形に帰着させて接続公式を求めると
いう、従来の方法を採用することができなかったからである。 
 
行列シュレディンガー作用素の研究は、ポテンシャルが交差しない場合については、先行する研
究が比較的多い。このような場合には、本質的にスカラーのシュレディンガー作用素の問題に帰
着されることが知られている。上記のような周期的な古典軌道と非捕捉的な古典軌道がある場
合でも、両者が交差しなければ、共鳴の虚部は半古典パラメータに関して指数的に小さいことも
知られている。ただしこの指数のオーダーを決定する問題は未解決である。我々の研究もこの問
題の解決の糸口になることを期待している。 
 
 
 
２．研究の目的  
研究の目的は、行列シュレディンガー作用素の共鳴の半古典極限における漸近分布、特にエネル
ギー交差がもたらす量子効果の研究を継続し、発展させることである。具体的には、１次元 2 次
エルミート行列値ポテンシャルを持つシュレディンガー作用素を考える。この行列値ポテンシ
ャルは滑らかに対角化できるとする。従って初めから非対角成分は半古典パラメータに関して
小さいと仮定して良い（ラプラシアンがあるため、ゼロであるとは仮定できない）。２つの固有
ポテンシャルの一方は単井戸型、すなわち対応する古典軌道は周期的で、もう一方は対応する古
典軌道が非捕捉的であるとする。この時周期的なポテンシャルをもつスカラーシュレディンガ
ー作用素は固有値を生成するのに対し、非捕捉的な方は連続スペクトルを持つ。２つの系の相互
作用を表すポテンシャルの非対角成分がゼロであれば、この行列値作用素のスペクトルは連続
スペクトルとそれに埋蔵された固有値で構成されるが、相互作用の存在のために、一般に固有値
は消失して、代わりに量子共鳴が複素平面に現れる（Fermi の黄金則）。この量子共鳴の虚部は、
対応する共鳴状態の寿命の逆数を表しており、実軸に近い、すなわち寿命の長い共鳴は物理的に
重要である。この共鳴の虚部が、２つの古典軌道の交差によってどのように変化するかを明らか
にするのが、研究の目標である。特に今研究期間においては、上記の研究背景、特に A.Martinez, 
T.Watanabe との共同研究において遭遇した困難を克服して、交差を任意複数回繰り返すような
複雑なモデル、また交差も横断的とは限らず、任意有限次の退化を許して、より一般のエネルギ
ー交差をもつ行列シュレディンガー作用素の量子共鳴の漸近分布を明らかにすることが目的で
あった。 
 
量子共鳴の漸近分布を支配するのは、対応する古典力学系、特に捕捉軌道であることは容易に想
像できる。従って捕捉軌道上の解析、すなわち超局所的な解の解析が重要であって、それ以外で
の解析がほぼ不要であることから、複雑な系に対する計算も大幅に簡潔化できるはずである。こ
れを可能にするのが超局所解析である。まず第一の目的は、超局所解析の理論を用いて、大域的
な量子共鳴の問題を、超局所的な問題へと帰着させることである。 
 
捕捉軌道の中で量子共鳴の分布に最も大きな寄与を与えるのは、井戸型ポテンシャルが作る周
期軌道である。しかしこの周期軌道は対応するスカラーシュレディンガー作用素が生成する固
有値の漸近分布を決定するだけで、他方の非捕捉的な軌道の情報は含まない。すなわち共鳴の虚
部の漸近的な振る舞いを決定するのは、双方の軌道を組み合わせてできる「一般化古典軌道」で



ある。「一般化古典軌道」とは、言い換えれば、２つの古典軌道を、交差点において一方からも
う一方へ乗り換えることを許して定義される、拡張された古典軌道のことである。少なくとも一
度は乗り換える一般化古典軌道の中で最も寄与の大きいものが共鳴の虚部を決定することが予
想される。従って、交差点での「乗り換え」の確率、正確には確率振幅を知ることがこの研究の
ポイントである。 
 
 
３．研究の方法 
複雑なモデルに対しても量子共鳴の漸近分布を解析するために、厳密解の構成は交差点での接
続公式を求めるためだけに、その点の近傍のみで行い、後は超局所的な議論のみで共鳴の漸近分
布を求める方法を採用した。それは本質的に J.-F.Bony, T.Ramond, M.Zerzeri と共同研究で開
発した理論の援用である。遠方では外向的（outgoing）であるという境界条件のもとで、捕捉さ
れた古典軌道の上でだけ超局所的な解を構成する。捕捉された古典軌道は交差点を頂点とする
グラフの構造をもつ。このグラフは閉じた軌道を必ず持つため、古典軌道上の一点で構成した超
局所解をグラフ上で接続し、グラフ全体での超局所解が存在するためには、ある両立条件が必要
である。この両立条件が共鳴の量子化条件である。これはスカラーの単井戸型ポテンシャルを持
つ一次元シュレディンガー作用素の場合によく知られた Bohr-Sommerfeld の量子化条件の一般
化である。上記 Bony, Ramond, Zerzeri との共同研究で用いた議論は、こうして捕捉軌道上での
超局所解の構成から得られた量子化条件が、実際の共鳴を半古典極限において近似しているこ
とを、背理法によって証明するものである。 
 
接続公式の計算には、逆に Martinez, Watanabe との共同研究で開発した厳密解の構成法を活用
し、位置空間の交差点の両側で定義された厳密解の間の Wronskian を計算することで、相空間上
の交差点近傍での超局所解の構造を完全に決定することに成功した。厳密解の構成には、空間次
元が１であるというモデルの特殊性を活用している。今後研究を多次元に発展させるためには、
別な方法を採用する必要がある。 
 
 
 
４．研究成果 
上記研究方法を採用することによって、過去の研究を大きく一般化して、接触交差も許す複雑な
行列シュレディンガー作用素の共鳴の漸近分布を計算できるようになった。共鳴状態の寿命を
記述すると言われる共鳴の虚部は、半古典パラメータの(m+3)/(m+1)のオーダーである。ここで
mは複数ある交差点の中で最も退化した交差の接触次数である。また、その係数も古典軌道の幾
何学的量を使って具体的に書き下すことができた。もう少し詳しく述べると、交差点で古典軌道
を取り替えることを許して定義される「一般化古典軌道」に対し、「確率振幅」と呼ぶ複素数を
定義する。この時、共鳴の虚部の漸近展開初項の係数は、周期軌道上の一点から無限遠方に逃げ
ていく全ての一般化古典軌道に対し、それらの確率振幅を足し合わせたものである。この結果は
M.Assal と K.Higuchi との共著論文として投稿中である。 
 
また、行列値シンボルを持つ擬微分作用素の理論についての専門書を、M.Dimassi（ボルドー大
学）と共著で執筆中である。前半で超局所理論の基礎について解説したのち、後半では固有値、
共鳴の半古典理論への応用について記述する。本研究の成果は、応用部分において重要な位置を
占める。 
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