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研究成果の概要（和文）：平面上の点集合Sに対して，Sを頂点集合とし，各辺が直線分のグラフを考える．特
に，Sの凸包が外領域の境界で，各有限面が四角形のものをSの幾何学的四角形分割という．簡単な条件を課せ
ば，Pは四角形分割可能となるが，Sの２つの四角形分割がedge flipという局所変形で移り合うかどうかは未解
決である．一方，Sの三角形分割に関する同様の問題はさまざまなことが知られている．
　本研究では，点集合Sの幾何学的四角形分割に焦点をあて，それらが局所変形で互いに移り合うかという問題
や，その周辺にあるさまざまな問題にについて考える．

研究成果の概要（英文）：For a point set S on the plane, consider a graph with vertex set S each of 
whose edge is a straight segment. In particular, if the outer cycle coincides with the convex hull 
of S and each finite face is quadrilateral, then the graph is a geometric quadrangulation on S. It 
is easy to see that if S satisfies an obvious condition, S admits a geometric quadrangulation, but 
it is not known whether two geometric quadrangulations can be transformed into each other by a local
 operation called an edge flip. On the other hand, the same problem for triangulations are studied 
by many people and we can find many research on this problem.
 In this research, focusing on geometric quadrangulations on a point set S, we consider whether they
 can be transformed into each other by the local operations, and various problems related to it.

研究分野： 離散数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
上記の問題設定に対して，本研究では，平面の必ずしも凸でない多角形Pの内部に直線分を加えて得られるPの幾
何学的四角形分割を考える．どんなPも幾何学的四角形分割を持つとは限らないが，私たちはPの螺旋度という概
念を定義し，Pの四角形分割可能性を螺旋度を用いて記述した．一方，変形による同値性の結果は得られたが，
最良とはならなかった．
　これらの問題は，組合せ的な設定では簡単に解決できるものであるが，幾何学的な制約が問題を難しくする．
このように．組合せ論と幾何学の間には興味深い問題が多く存在し，これらの問題がその一例となっている．こ
れらの解決により，両分野が大きく発展することが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）平面三角形分割の対角変形． 
各面が三角形の単純グラフを平面の三角形分割と呼ぶ．1936 年に，Wagner はどの 2 つの三角

形分割も，対角変形と呼ばれる変形を繰り返すことにより，互いに移り合うことが証明された．
この定理は，位相幾何学的グラフ理論の文脈で，その後，Negami や私たちのグループを中心に，
他の閉曲面で同様の事実が成り立つかどうかが研究されてきた． 

 
（２）平面の点集合 S の幾何学的三角形分割とそれらの変形同値性． 
同様の問題を幾何学的に考えてみよう．平面上の点集合 S を考え，頂点集合 S で，各辺が直線

分となるグラフを S 上の幾何学的グラフという．特に，外領域の境界が S の凸包に一致し，すべ
ての有限面が三角形であるものを S 上の幾何学的三角形分割という．S が適当な条件を満たせ
ば，S は幾何学的三角形分割を持つことが容易にわかる．また，S のどの 2 つの幾何学的三角形
分割も，対角変形により，互いに移り合うことが知られている．ただし，ここでは各辺が直線分
でないといけないため，上の組合せ的設定よりも，こちらの幾何学的設定の方が制約が強いこと
がわかる．また，この問題は，平面を S のどの点に最も近いかによって，分割して得られるボロ
ノイ図の構成に密接に関わるものであり，コンビニエンスストアの出店計画であるとか，地域の
避難所の設定等の応用的研究もあり，理論的かつ応用的に重要視されている． 
  
（３）組合せ的設定と幾何学的設定． 
上の 2 つで類似の同様の結果が知られているわけであるが，特筆すべきは，組合せ的設定で

は，頂点数 n の三角形分割どうしは O(n)回の変形で移り合うことが知られているが，幾何学的
設定では，n 点からなる点集合 S の三角形分割どうしは，O(n2)回の変形で移り合うことが知られ
ており，かつ，これが最良のオーダーである．つまり，組合せ的設定と幾何学的設定を比較する
ことにより，変形の難しさや，その他の問題意識が生じ，両分野の特性が理解され，それらの研
究が同時に進行する面白さがある． 
  
（４）平面の点集合の四角形分割． 
私たちは，上述の平面の三角形分割の対角変形の研究を模倣し，頂点数が等しい平面の四角形

分割が，edge flip と呼ばれる同様の変形により，互いに移り合うかを考察していた．そこでは，
各面が四角形であるという性質から，閉路の長さの偶奇性に関する議論が必要となり，興味深い
議論が行われた．特に，球面以外の閉曲面では，曲面の基本群の代数的構造が四角形分割の性質
を規定し，通常の組合せ論の枠組みでは明らかにできないような面白い事実が明らかにできて
いた． 

 
（５）点集合 S の幾何学的四角形分割 
幾何学的制約付きの平面の四角形分割についての研究は行われていなかったため，平面の点

集合の幾何学的四角形分割の研究を開始した． 
 「平面上の点集合 S 上の幾何学的四角形分割が存在するか」という問いからスタートすると，
「S の凸包が偶数である」という自明な偶奇に関する必要条件が発生することがわかるが，それ
が十分条件になることも簡単である．ところが，S の２つの幾何学的四角形分割が，edge flip で
互いに移り合うかという問題（edge flip における変形同値性）については，解決の糸口が見つか
っていなかった． 
 また，S の頂点が k 色で色分けされているとき（k-彩色点集合という），同色の頂点が隣接し
ないような幾何学的四角形分割の有無が，Urrutia を中心に研究されていた．自明な必要条件と
して，「凸包上に同色の頂点が並ばないこと」が必要であるが，それの条件が十分でないことも
簡単にわかる． 
 そこで，Urrutia たちは，シュタイナー点と呼ばれる補助的な点を S に加えて，S と追加された
シュタイナー点を頂点集合とする幾何学的四角形分割を考察した．（ただし，シュタイナー点は，
S の凸包の内部に追加されるものとし，どの色を持つとしてもよい．）そして，与えられた n 点
からなる 2-彩色点集合が与えられたとき，その四角形分割の構成に追加すべきシュタイナー点
の個数を n の関数で評価した．しかしながら，k=3 では，そのような結果は不成立であることが
示されていた．私たちは，k≠3 のとき，同様の事実が成り立ち，k=3 のとき，S の凸包の点彩色
が満たすべき条件を特徴つけていた． 
 このように，与えられた点集合 S についての何学的四角形分割の存在問題は興味深い結果を
得られていたが，S の幾何学的四角形分割の変形同値性についての糸口は得られてなかった．そ
こで，問題をどのように簡略化していくかについての検討が始まる． 
 
２．研究の目的 
 平面上に配置された n 角形 P を与えよう．そして， 

「P の内部を直線分を加えることにより，P を四角形にできるか」 



という問題を考えることにした．このとき，偶奇性の議論により，「n が偶数であること」が必
要条件であることがすぐにわかり，常にこれを仮定するものとする．当然，P が凸であれば，P
の内部は四角形に分割できることがわかり，このことは，この問題の組合せ的設定では，問題は
自明であることを意味する．また，この問題を P の幾何学的三角形分割について考えると，幾何
学的三角形分割の存在に関しては，有名な美術館問題，すなわち，「n 角形の美術館が平面に与
えられたとき，必要な監視カメラの台数を n の関数で与えよ」という問題における重要な補題と
して与えられることがわかる．さらに，P の幾何学的三角形分割の変形同値性に関しても，同様
に肯定的に解決されていた． 
 
３．研究の方法 
 「偶数 n≧4 に対して，平面上の n 角形 P に幾何学的四角形分割が存在するか」に対しては，
ただちに反例があることがわかった．このあたりの問題の初期化に関しては，文献から情報収集
を行い，さらに，Urrutia 氏が来日の際，彼との研究打ち合わせを行う機会を得て，本問題をいろ
いろな角度から眺め，多くの議論を行った． 
 
４．研究成果 
「偶数 n≧4 に対して，平面上の n 角形 P に幾何学的四角形分割が存在するか」について，反

例があることは確かめられていたが，どんな P が幾何学的四角形分割を持つかについての条件
は考えられていなかった．そこで私たちは，P の螺旋度という概念を以下のように定義した． 
頂点数 n の多角形 P = v1v2…vnについて，区間[vi, …, vj]において，すべての頂点の内角が 180

度を超えるとき，区間[vi, …, vj]を螺旋という．P の螺旋の総数を P の螺旋度という． 
 

（１）多角形 P の螺旋度と幾何学的四角形分割 
 最初の結果として，P の螺旋度が 1 以下であれば，偶多角形 P は四角形分割可能であることを
証明した，一方，P の螺旋度が 2 以上のとき，P は必ずしも四角形分割を持たないことも示すこ
とができたため，螺旋度が 1 以上という評価は最良である． 
 
（２）多角形 P の螺旋度と幾何学的四角形分割のためのシュタイナー点 
 平面上の点配置の幾何学的四角形分割の際に用いたシュタイナー点を，多角形の幾何学的四
角形分割にも適用しようと考えた．この問題設定においては，先行研究を見つけることができた． 
n 角形 P に対して，いくつのシュタイナー点を追加すれば幾何学的四角形分割が得られるかにつ
いて，Rawaswami たちが n に関する評価を与えていた． 
  これに対して，私たちは，「螺旋度が k の n 角形の四角形分割のために，2k-2 個のシュタイナ
ー点を追加すればよい」という定理を証明した．また，2k-2 個のシュタイナー点を必要とする螺
旋度 k の多角形も見つけることができたため，この評価が最良であることもわかった． 
 なお，ここで見つけた例は，Rawaswami たちの結果の最良性を示す例にもなっており，私たち
の研究は彼らの研究をも進展させることができた． 
 
（３）螺旋度 k の多角形の幾何学的四角形分割の edge flip 
  螺旋度 k の多角形の幾何学的四角形分割について，螺旋度 3 の多角形の幾何学的四角形分割
の組で，edge flip で移り合わないものが存在するが，螺旋度 2 の多角形の幾何学的四角形分割が
edge flip で移り合うかどうかについてはわからなかった．一方，螺旋度１の多角形の幾何学的四
角形分割は edge flip で移り合うことがわかった． 
 
（４）まとめと課題 
 私たちは，多角形 P に対して，螺旋度という新しい指標を導入することで，P の幾何学的四角
形分割可能性とそれらの変形同値性について，独自の理論を構築していった．これらの問題は最
終解決に至っていないが，さらに研究は継続したいと考える． 
 一方，多角形の螺旋度という指標はまったく新しいものであり，多角形の性質に関する既存研
究にも大いに適用可能であると考える．したがって，それらの問題に対して，いろいろな研究成
果が得られる可能性がある．まずは情報収集から始め，これらの研究を継続したい． 
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