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研究成果の概要（和文）：エノン写像の不動点が双曲型の場合に、付随する非線形差分方程式の解析解をラプラ
ス・ボレル変換により構成し、安定（不安定）多様体を記述する解析関数を決定し、それらを計算機によって実
現させた。ホモクリニック点を計算機によって求め、エノン写像のジュリア集合を２次元複素空間に実現させ
た。ラプラス・ボレル変換により構成した解析関数は、古典的な解析関数と本質的に一致することが計算機利用
により判明した。このことの数学的証明は今後の課題として残されているが、カオス的な運動に係る解析関数の
構成はとても容易となり、この成果は、不動点が放物型の場合や高次元の力学系の解析への適応が期待でき、そ
れらは今後の課題となった。

研究成果の概要（英文）：In the case where fixed points of Henon maps are of hyperbolic type, 
analytic solutions to non-linear difference equations associated with them have been constructed in 
the method of Borel-Laplace transform, by which analytic functions describing stable (unstable) 
manifolds have determined and they have realized computationally in the real plane. the set of 
homoclinic points have calculated with high accuracy and the Julia sets have realized in the 
two-dimensional complex plane. On the other hand, it have been found that the obtained analytic 
functions by Borel-Laplace transform have been identical in numerical sense with the classical 
functions due to Poincare. Though the mathematical proof of that is not yet obtained, it has been 
found that the construction of analytic functions related with chaotic motions is quite simple,
which means that this study may be applied to the case where the fixed points are of parabolic type,
 and furthermore to the higher dimensional dynamics. 

研究分野：力学系理論

キーワード： 非線型差分方程式　エノン写像の力学系　解析解　ホモクリニック軌道　ラプラス積分　ストレンジア
トラクター
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研究成果の学術的意義や社会的意義
20世紀後半に盛んに研究された力学系理論は、定性的理論体系であり、その結果の多くが純粋数学の幾何学的ま
たは確率論的言葉により抽象的に記述されているが、本研究は、非線形の数理モデルの具体例である2次元のエ
ノン写像に着目し、純粋数学と計算機実験を行き来しながら議論を進め、数量を計算機を用いて具体的に計算で
きる一つのアルゴリズムをに関するものである。具体的には、2階非線形差分方程式をボレル・ラプラス変換の
方法により解き、新たな関数表示（すなわち積分表示）を求めることにより、力学系の不変量をより良い形で計
算可能にした。最終的に、積分表示は必要なく形式的に関数表現が決定できることが分かり、意義は大きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
20 世紀後半に盛んに研究された力学系理論は、定性的理論体系であり、その結果の多くが純粋
数学の幾何学的または確率論的言葉により抽象的に記述されている。 
２．研究の目的 
この研究では、上記の研究を踏まえ、非線形の数理モデルの具体例である 2 次元のエノン写像
に着目し、純粋数学と計算機実験を行き来しながら議論を進め、数量を計算機を用いて具体的に
計算できるアルゴリズムを見出すという姿勢で、21 世紀に相応しい定量的研究を行い、新たな
発見を目指すこと目的とした。 
３．研究の方法 
力学系の挙動は、安定あるいは不安定多様体と呼ばれる集合を用いて記述されることが多い。本
研究では、エノン写像から導かれる 2階非線形差分方程式をボレル・ラプラス変換の方法により
解き、安定（不安定）多様体の新たな関数表示（すなわち積分表示）を求めることにより、エノ
ン写像のエントロピー、リアプノフ指数などの数量を計算可能にする。 非線形方程式をラプラ
ス変換し、リーマン面を求めその特異点の形状を詳しく調べ、図に示すような複雑な曲線（エノ
ンのアトラクター（不安定多様体））の積分表示およびその積分路を確定する 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
４．研究成果 
エノン写像の安定（不安定）多様体の積分表示が得られ、拡張された意味での非線形ストークス
現象を発見できた。 さらに、驚くべきことに、その積分表示の定積分を具体的に求めることが
でき、２階非線形差分方程式の厳密解が次の様に得られた： 

 
これは、安定（不安定）多様体上の点のｘ座標を２つのパラメータ t と M によっ
て表示するものであり、ｙ座標についても同様に表示される。この表示を有限で打
ち切った場合の誤差は、指数精度を超えていて、計算精度を著しく高くできる。ま
た、右辺で t と M の役割を交換して類似の展開が得られるが、それはパリティ反
転に対応する。下図は上図の細部の拡大図で今まで見たことのない細部構造が現れ
る。パリティに応じて 2色で色分けして描かれている。上の厳密解の係数はすべて
帰納的関係式により一意的に定まる重要な数であり、計算機を用いてそのすべての
値を正確に求めることができる。 
 

 



 
上記の結果を利用して、安定（不安定）多様体の交点を数多く高精度に求め、それらの点の集合、
すなわちホモクリニック点集合を 2次元複素空間に実現できた（次の図）。 
 

 
 
 
この研究の最終段階で、上で述べたボレル・ラプラス変換による展開式は、ポアンカレによって
古典的に知られている整関数と本質的に一致することが、計算機の利用によって分かった。この
ことを踏まえ、本研究の成果を、概要については数理解析研究所の講究録にすでに発表したが、
現在、詳細について国際誌に査読付き論文として発表する準備を進めている。一部は投稿中であ
る。 
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