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研究成果の概要（和文）：ゲージ理論とストリング理論の特徴であるS双対性について、その背景にある無限次
元対称性である量子トロイダル代数の表現論を詳細に調べることにより明らかにした。特に、S双対性の表現論
的な実現、極小模型の図形的な性質、corner VOAと呼ばれる新しい対称性の具体的な表現を構成した。また、こ
れまでの研究を総括するレビュー論文を出版した。

研究成果の概要（英文）：S-duality, a characteristic feature of gauge and string theories, is 
clarified by a detailed investigation of the representation theory of the quantum toroidal algebra, 
the infinite dimensional symmetry behind the scene. In particular, we have constructed an explicit 
representation-theoretic realisation of S-duality, graphical properties of minimal models and a free
 boson representation of a new symmetry called the corner VOA. We also published a review paper 
summarising our previous work.

研究分野：ストリング理論と関連する数理物理学

キーワード： ストリング理論　ゲージ理論　双対性　可解系　表現論　q変形代数
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
この研究で詳しく調べた量子トロイダル代数はゲージ理論の双対性をあからさまな形で表したものであり。予想
として知られていた4次元超対称ゲージ理論と２次元共形場理論の対応関係の証明に用いられるなど、双対性の
数学的な構造を数学的に明白な形で示した点が学術的な意義としてまずあげることができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



1. 研究開始当初の背景 
ストリング理論では点粒子の代わりに紐のダイナミクスを考えるため、通常の素粒子の対
称性を記述するリー代数の代わりに紐の振動も含めた無限次元対称性が重要になる。特に
Virasoro 代数はストリング理論のゲージ対称性であるのと同時に低次元統計系の臨界点で
の振る舞いを記述する対称性として活発に研究されてきた。 
一方でストリング理論の特徴的な性質として双対性、すなわち強結合と弱結合理論の間の
対応関係、があげられる。このような性質が成り立つのは一般には高次元時空においてであ
ったので２次元系の対称性であるVirasoro 代数との関係は明らかではなかった。 
このような状況は 2010 年頃を境に大きく変換した。その機となったのは Alday-Gaiotto-
Tachikawa(AGT)による４次元理論と２次元理論の対応関係である。この提案では４次元理
論のインスタントン分配関数と２次元理論の Virasoro 代数に関連する相関関数の非常に精
密な対応関係が予想されたため、双対性を含むような無限次元対称性の拡張が必要となっ
た。このような背景のもとに盛んに研究されるようになった対称性が今回の研究課題であ
る量子トロイダル代数である。この対称性は 90 年代より量子ホール効果などを動機づけと
して研究されていたが、数学と物理の境界領域としてある程度研究が進んでいた。上記AGT
予想ではトロイダル代数が持っている S 双対性と４次元と２次元の対応関係が本質的に関
係づくことによりAGT予想の数学者による証明を与えることになった。その証明は私のグ
ループにより様々な超対称ゲージ理論に拡大された。 
 
2. 研究の目的 
量子トロイダル代数の研究はAGT予想の証明を通じて大きく進展したが、その本質的な部
分である双対性についてはあからさまな形とは程遠いものがあった。双対性は弦理論など
への応用において本質的であり、将来的には量子重力と高次元共形場理論の間の双対性も
含めるような形で昇華したい。その意味でトロイダル代数における双対性の構造をより深
く理解することが第一の目標である。 
次に第２の目標としてトロイダル代数の様々なバリエーションを探求することが挙げられ
る。トロイダル代数の概念自体は基本的なものであり、様々な形で一般化されることが予想
されていた。その最も代表的な例としては超対称性、内部対称性などを含む場合が挙げられ
る。これらはトロイダル代数をさらに広いゲージ理論やストリング理論に応用する際に本
質的であることが予想されている。 
 
3. 研究の方法 
この研究は理論的、あるいは数学に近い研究であるため、主に関連する分野の研究者たちと
コミュニケーションを取りながら発展させるべきものである。私はすでにこの分野の研究
者の中でネットワークを組んでおり、協力しながら研究を進めていった。 
 



4. 研究成果 
今回の研究では 
(1) S 双対性のさらなる検証。 
(2) Web of W 代数と呼ばれるトロイダル対称性を組み合わせて作られる新しい対称性の詳
しい研究。 
(3) Corner VOAと呼ばれるトロイダル代数から還元される新しい代数についてその表現論
を詳しく調べた。 
(4) トーラスよりもさらに一般化された曲がった空間に対してトロイダル代数を一般化し
た。 
(5) これまでの進展をまとめたレビュー論文を執筆した。 
について研究し論文の形で発表を行った。 
まず(1)については S双対性を代数だけではなく表現の基底にまで一般化したものであり、
位相的ストリング理論に現れる頂点の簡単な表示を与えたものである。 
(2)ではトロイダル代数を複数個組み合わせて作られる対称性が Prochazka らにより提案さ
れていたが、その具体的な構成法がわかっていなかったので知られている対称性に帰着す
る場合についてその詳細を調べたものである。特に、拡張された超対称代数に対応するもの
についてはこれまでほとんど調べられていなかったので、具体的に極小模型として表現が
よくわかっているものについて表現の基底を図式的に示すことに成功した。また、W 代数
として知られていた対称性についての極小模型については新たな図式的表示を得ることに
成功した。 
トロイダル代数自体は非常に大きな対称性であるためその一部を切り出すことにより２次
元系の対称性と見なすことができるが、最も一般的な形で還元を行ったものが corner VOA
と呼ばれる対称性である。(3)では q変形された corner VOAに対して自由ボソン表現を与
えることに成功した。これは従来知られていた三浦変換と呼ばれる手法の一般化を与える
ものである。 
量子トロイダル代数はある意味２次元トーラス上で定義された変換群と捉えることができ
る。対称性が双対性を持つのは２次元トーラスの性質から由来している。これからさらに一
般の空間で定義された変換全体のなす対称性の性質について調べることはある意味で自然
のように考えられる。(4)ではコセット空間と呼ばれる対称性の高い空間について量子トロ
イダル代数のような対称性を構成できないか調べている。特に数学的に非自明な構造を与
える「中心拡大」について詳しく調べ、拡大された対称性により記述される行列模型が対応
するコセット空間上のゲージ理論と同一視できる仕組みを明らかにした。 
これらの量子トロイダル代数の研究は発展し成熟してきているが、全体を初学者が学べる
ようなレビュー論文は書かれていなかった。(5)はそのような目的のために書かれた 200 ペ
ージ近い論文であり今後のこの分野の発展の基礎を与えるものになったのではないかと自
負している。 
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