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研究成果の概要（和文）：本研究では，高温超伝導体を流れる遮蔽電流密度の時間発展を評価するための高速・
高精度解析技術を提唱し，さらに，同技術を用いて超伝導応用機器の設計支援ツールを開発した．特に，本研究
では，階層行列法を遮蔽電流密度解析に応用することによって，数百万自由度をもつ遮蔽電流密度解析を実現し
た．本研究を通して，高温超伝導体の数理モデル化，高性能数値解析法という２つの観点から，遮蔽電流密度解
析技術の開発と実証が行われた．

研究成果の概要（英文）：Numerical techniques with high speed and high accuracy have been proposed 
for analyzing the time evolution of a shielding current density in High-Temperature Superconductors 
(HTSs). In addition, on the basis of the proposed techniques, a numerical code has been developed 
for engineering design of HTS applications. In particular, by implementing the hierarchical-matrix 
method to the code, a shielding current analysis can be realized with millions of degree of freedom.
 Throughout the present study, numerical techniques of the shielding current analysis have been 
developed and demonstrated from the standpoint of both mathematical modeling of HTSs and 
high-performance of numerical methods.

研究分野： シミュレーション科学，超伝導工学

キーワード： 高温超伝導体　遮蔽電流密度　有限要素法　高速多重極法　H-行列法　Krylov空間法　前処理技術　高
性能計算
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研究成果の学術的意義や社会的意義
銅酸化物系の高温超伝導体は強い結晶学的異方性を示す．この事実を数値シミュレーションに反映させるために
は，多薄層近似を仮定する必要があるが，同近似の下では，遮蔽電流密度の初期値・境界値問題は各時間ステッ
プで大規模連立非線形方程式を解く問題に帰着する．加えて，遮蔽電流密度方程式は領域積分項を含むため，有
限要素法による離散化で得られる連立非線形方程式の解法には膨大な計算コストを要する．本研究では，H-行列
法に基づく遮蔽電流密度シミュレーション技法を開発した．その結果，同技術を用いれば，複雑形状をした超伝
導応用機器中の高速・高精度遮蔽電流密度解析が可能となるはずである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
高温超伝導体は小型冷凍機や液体窒素を用いて容易かつ安価に超伝導状態に保ち得るため，
マグネット，電力貯蔵，低損失送電，磁気遮蔽，磁気浮上システム，医療機器，超伝導フィルタ
ー等の種々の工学分野での応用が期待されている．しかしながら，超伝導応用機器を設計・開発
するには，超伝導体中を流れる遮蔽電流密度や超伝導体周辺電磁界の解析が必要不可欠である． 
電流ベクトル・ポテンシャル法による定式化した後，有限要素法(FEM)で離散化すると，遮蔽
電流密度方程式を陰解法で解くのに要する演算量は𝑂(𝑛!)となる．ここで，𝑛は FEMの全節点数
を示す．この膨大な演算量は，遮蔽電流密度方程式が Green 関数を積分核とする領域積分項を
含むことに起因する．  
上記難点を解決するため，筆者等は時間刻み自動制御型 Runge-Kutta法を適用した．その結
果，演算量を𝑂(𝑛")に減少させ，遮蔽電流密度解析を高速化することに成功した．しかしながら，
同法でさえ，節点数が数万を超えると，CPU 時間が数万秒以上になると予想される．この結果
は，数百万以上の節点を用いた超伝導応用機器中の遮蔽電流密度解析が現実的でないことを示
唆する． 
上記の学術的背景から，研究開始当初において，遮蔽電流密度解析に要する演算量を𝑂(𝑛)また
は𝑂(𝑛	log	𝑛)程度にまで低減できるか否かという問題が本研究課題の核心をなしていた． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は高温超伝導体中の遮蔽電流密度の時間発展を評価するための高速・高精度解
析技術を開発し，同技術を用いて超伝導応用機器の設計支援ツールを製作することである．本研
究で開発される電磁界解析技術は数理モデルと数値解析法の２種類に大別できる． 
【数理モデル】超伝導は量子効果すなわち微視的現象が巨視的に発現したものである．しかしな
がら，高温超伝導応用機器中を流れる遮蔽電流密度の時間発展を数値的に解析するためには，超
伝導状態を記述するための巨視場に関するモデル（𝐽 − 𝐸構成方程式）が必要不可欠となる．こ
のモデルとして，Bean モデル，磁束フロー・クリープ・モデル，巾乗モデルなどが提唱されて
おり，前者 2つは超伝導体の磁気浮上力解析に応用され成功をおさめている． 
【数値解析法】銅酸化物系の高温超伝導体は極めて強い結晶学的異方性を示す．即ち，結晶学的 
𝑐 軸方向には遮蔽電流密度が殆ど流れない．この実験結果を数値シミュレーションに反映させ
るためには，多薄層近似を仮定する必要がある．しかしながら，同近似の下では，遮蔽電流密度
の初期値・境界値問題は各時間ステップで大規模連立非線形方程式を解く問題に帰着する．それ
故，遮蔽電流密度を高速かつ高精度に解析するためには，𝐻-行列法や高速多重極法による大規模
連立非線形方程式の数値解法，行列要素の高速計算法，高精度特異積分法の開発が不可欠である． 
上述したように，高温超伝導体中の遮蔽電流密度シミュレーションには，磁束フロー・クリー

プ・モデルや Bean モデルが𝐽 − 𝐸構成方程式として採用されてきた．これに対して，本研究で
は，𝐽 − 𝐸構成方程式に巾乗モデル等の実験式を採用して，遮蔽電流密度の空間分布の時間発展
を数値的に計算する．この点で，本研究は従来手法と比較して現象を忠実に反映しているといえ
る．即ち，本研究を特色づける第１の学術的独自性と創造性は，巨視場を記述する𝐽 − 𝐸構成方
程式を満足する遮蔽電流密度の時間変化を計算することにある． 
良く知られているように，電流ベクトル・ポテンシャル法による定式化を用いると，遮蔽電流
密度の支配方程式は Green関数を積分核とする領域積分項を含む．それ故，FEMによる離散化
で得られる連立非線形方程式の解法には膨大な CPU時間を要する．本研究では，高速多重極法
や𝐻-行列法を用いて大規模連立非線形方程式を解くため，数値シミュレーションに要する演算
量は𝑂(𝑛)または𝑂(𝑛	log	𝑛)になり，劇的な高速化が見込まれる．即ち，本研究を特色づける第２
の学術的独自性と創造性は，高速多重極法や	𝐻-行列法に基づく遮蔽電流密度シミュレーション
技法を開発することである．これが実現すれば，演算量を激減できるため，複雑形状をした超伝
導応用機器中の遮蔽電流密度を高速・高精度に評価することが可能となる． 

 
３．研究の方法 
本研究では，高温超伝導体中の遮蔽電流密度の時間発展を解析する高速・高精度手法を考案し，
同手法を用いて超伝導応用機器を解析する．具体的には，研究期間内に達成する目標として，「方
法論開発フェーズ」，「高性能化フェーズ」，工学的実証フェーズ」という３つ段階を設定した． 
「方法論開発フェーズ」では，幾何学的モデル化と物理的モデル化を行うことにより，混合状
態下の超伝導体を記述する数理モデルを構築する．「高性能化フェーズ」では，高速多重極法や
𝐻-行列法を用いて，遮蔽電流密度の支配方程式の初期値・境界値問題を解くための数値シミュレ
ーション・コードを開発する．その際，行列要素の計算と大規模連立非線形方程式の解法が CPU
時間の大部分を占める．それ故，本研究では，PC クラスタや GPGPU による並列分散処理を用い
て要素計算と大規模連立非線形方程式の解法を高速処理する．「工学的実証フェーズ」では，ま
ず，単体超伝導板の遮蔽電流密度解析を経て，最終段階では，超伝導応用機器中の遮蔽電流密度



 

 

の時間変化を定量的に評価する．具体的には，高温超伝導リニアカタパルトを用いた超高速ペレ
ット射出装置の加速性能や超伝導磁気浮上システムにおける動的電磁力を定量的に評価する． 
 
４．研究成果 
(1) 陰的 PDE法と RK-ODE法の性能評価 
 前述したように，電流ベクトル・ポテンシャル法による定式化した後，FEM で離散化すると，
遮蔽電流密度方程式を陰解法で解くのに要する演算量は𝑂(𝑛!)となる．この手法を陰的 PDE法と
呼ぶ．陰的 PDE法の演算量を低減するため，筆者等は時間刻み自動制御型 Runge-Kutta法を適用
した．この手法を RK-ODE法と呼ぶ．しかしながら，RK-ODE法でさえ，節点数が数万を超えると，
CPU時間が数万秒以上になると予想される． 
 本研究では，陰的 PDE 法を高速化するための数値解析技術を開発し，RK-ODE 法の性能をリア
リスティック・シミュレーションで評価した．その結果，次の２つの成果が得られた． 
・ 陰的 PDE法では，各時間ステップに於いて Newton法の各反復で密係数行列をもつ連立 1 次
方程式が現れる．同方程式を Krylov 空間法で高速に解くために，𝐻-行列に基づく可変的前
処理法を開発し，同可変的前処理により約 3.5 倍の高速化率が得られることが判明した． 

・ 高温超伝導薄膜の臨界電流密度を非接触で測定するための手法として，永久磁石法と誘導法
が知られている．本研究では，RK-ODE法を両法の数値シミュレーションに適用することによ
り，RK-ODE法の有効性を実証した． 

 

(2)変数低減法に対する加速技術の開発 

遮蔽電流密度の初期値・境界値問題を時間に関して離散化すると，各時間ステップにおいて非

線形境界値問題が得られる．しかしながら，HTS 薄膜がクラックを含む場合，非線形境界値問題

に Newton 法で解くと，多大な計算時間を要する．これは，線形方程式ソルバーの GMRES の収束

特性が著しく劣化するためである．この問題を解決するため，著者らは変数低減法(VRM) を開発

し，遮蔽電流密度解析コードに VRM を実装した．その結果，クラックを含む HTS 薄膜中の遮蔽

電流密度解析に VRM が極めて有効であることが判明した． 

本研究では VRMの加速法を提案し，その性能を評価した．𝐻-行列演算と𝐻-行列可変的前処理

という 2 種類の加速技術だけでなく，両技術の併用法をクラック付き HTS 薄膜の遮蔽電流密度

解析に応用し，その加速性能を調べた．その結果，3種類の加速技術の中で𝐻-行列演算のみを実

装した数値コードが最も優れた加速性能を示した．この結果は，併用法が𝐻-行列演算に優る加

速性能を示すためには，行列ベクトル積の加速率に上限が存在しなければならないことに起因

している．しかしながら，𝐻-行列演算による行列ベクトル積は高速すぎるため，加速率は容易

にその上限を上回ってしまうのである．これが，𝐻-行列演算のみを実装した数値コードが最高

速となる理由である． 
 
(3)超伝導リニア加速システムにおける電磁石電流の最適化 
超伝導リニア加速(SLA)システムでは，水素ペレットを運搬する容器を加速するために，ペレ
ット容器に HTS 膜が装着されている．電磁石による生成磁場中をペレット容器が運動する間，
HTS 膜中を遮蔽電流密度が流れる．この遮蔽電流密度と印加磁場の相互作用により，ペレット容
器は加速される．因みに，ペレット容器は永久磁石によって浮上しているため，HTS 膜の垂直方
向にのみ運動する．簡単のため，SLAシステムは軸対称であり，電磁石は複数のフィラメントか
ら構成されると仮定する． 
本研究では，遺伝的アルゴリズムを用いて，SLAシステムの加速性能を最大化するように電磁

石中の電流分布を最適化した．その際，最適化法として，On/Off 法と NGnet 法を採用した．そ
の結果，殆ど同じ加速性能を示す準最適な電流分布（パレート最適解）は複数個存在するが，そ
れらの電流分布は全く異なることが判明した（Fig.1 参照）．また，準最適な加速性能を達成す
るには，必ずしも全フィラメントに通電する必要がない．さらに，電流分布を最適化すれば，一
様な電流分布の場合と比べて加速性能が約 2.8倍まで向上した（Fig.2参照）． 
 

 
Fig.1.  電磁石中の最適化電流分布．
(a) On/Off法，(b)NGnet法． 

 
Fig.2. 最適化電流分布を電磁石に流し
た場合のペレット速度の時間変化． 
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