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研究成果の概要（和文）：薄肉幅広断面や，複雑な構成の複合断面の梁においては，断面が変形することで，従
来の梁理論では精度のよい解析が困難であった．本研究では，数学的均質化法を梁に適用した手法を用いて，断
面の変形をより高精度な有限要素により求め，この結果を断面パラメタとして組み込むことのできる新しい梁理
論を構築した．この成果により，これまでの梁理論では扱うことが困難であった構造においても精度のよい解析
が可能となった．

研究成果の概要（英文）：For beams with thin-walled wide cross-sections or complex composite 
cross-sections, deformation of the cross sections deteriorates accuracy of the conventional beam 
theory. In this study, a mathematical homogenization method is applied to beams to obtain the 
deformation of the cross section via finite element models with higher accuracy, and a new beam 
theory that can incorporate this result as a cross-sectional parameter is developed. The developed 
beam theory realizes accurate analysis of structures which the conventional beam theory has 
difficulty to treat.

研究分野： 応用力学

キーワード： 梁理論　断面変形　せん断補正係数　せん断遅れ　Poisson効果　均質化法　代表体積要素
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研究成果の学術的意義や社会的意義
細長いという前提条件のもとに成り立つ梁理論は，実際には細長くない薄肉幅広断面の構造物にも用いられてい
る．そのために，「補正」という形で対処療法的な修正が行われている．本研究の成果によれば，梁理論に断面
変形を陽に取り入れることができるので，計算負荷の高い有限要素を用いずに高精度な解析が可能である．さら
に，断面を基準とする設計においても容易に適用が可能である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

有限要素解析の技術と情報処理能力が向上した今日においては，橋梁全体をより自由度の高
いシェル要素やソリッド要素（以下，シェル要素等と記す）でモデル化するような高精度な解析
も線形計算や研究レベルでは可能となった．ただし，実務的には，シェル要素等の計算負荷の高
い解析は，部材の剛結部など特別な配慮が必要な個所にのみ部分的に用いられる．一方，耐震解
析のような負荷の高い解析や，設計の初期段階には，一般に梁要素が使われることから，梁理論
は設計において必要不可欠である．計算機能力がさらに向上し，橋梁全体をシェル要素等で短時
間に非線形解析ができるようになったとしても，梁理論は，1.モデル化が容易であること，2.骨
組構造の設計が「断面」を基本としていること，の 2 点から，設計において不要とはならないと
考えられる． 

 比較的新しい土木学会の示方書 1)などでは，設計における構造解析は「．．．信頼性と精度があ
らかじめ検証された解析モデルならびに適切な解析法を用い．．．」とあり，どのような解析モデ
ルを用いるかは設計者に委ねられている．さらに，同示方書において，部分係数設計法で用いる
構造解析係数は，用いる解析モデルに関する言及はなく，線形解析の場合 1.0 でよい，とされて
いる．しかし， 少数主桁橋のように支間に対して桁高が十分に小さくない場合や，長大橋の補
剛桁のように支間（吊材や支材の間隔）に対して幅が十分に小さくない場合などでは梁要素によ
る解の精度が低下する． 部分係数設計法への本格的な移行を鑑みれば，対象とする構造の幾何
学的・力学的特性と用いる解析モデルによる精度の関係についての研究成果は十分であるとは
言えない状況である．この問題を解決するためには，梁理論の解析精度と適用限界を明らかにす
ることが必要であると考える． 

 

２．研究の目的 

前節で述べた学術的背景より，本研究の目的は，断面変形を統一的に扱える梁理論を開発し，
梁理論の精度・適用範囲を改善・拡大することである． 

 

３．研究の方法 

 断面変形を統一的に扱うために，これまでの研究成果を単に組み合わせるだけでは革新的な
成果は得られない．その理由は，これまでの断面変形に関する研究のほとんどが，理論解析に基
づいており，任意形状の断面や複数の材料からなる複合断面に適用することが事実上不可能だ
からである．断面変形を考慮するためには，せん断力や曲げやねじりを受けた梁の断面がどのよ
うな形状で変形するか，という情報が必要である．この形状を「断面変形モード」と呼ぶことと
する．ある特定の断面に対する断面変形モードは連続体力学のつり合いによって得られる．これ
までの解析的研究では，矩形や I 形・箱形といった単純な断面形状に関する断面変形モードを主
として級数解などで求めていた．そのため，任意形状や複数材料からなる断面に適用することは
不可能であった．一方，申請者は複合材料の平均化手法として研究されてきた数学的均質化法を，
梁や板といった構造に適用する研究を行ってきた 2)．この成果として任意形状断面の梁に適用可
能な均質化法を開発した 3)．申請者の方法によれば，梁の代表体積要素に曲げ変形・せん断変形・
ねじり変形といった梁の基本的な変形を周期境界条件のもとで与えることで，平均的な力学特
性がその反力として得られる．例えば，せん断変形に着目すると，代表体積要素は全体としてせ
ん断変形するとともに，断面内では一様でないせん断変形を呈する．また，対象が I 形や箱形の
ような薄肉断面であれば，代表体積要素のフランジにせん断遅れが観察される．このように，梁
の代表体積要素の解析から断面変形モードを数値的に求めることができる．つまり，梁の変位場
や断面変形モードをあらかじめ仮定する必要がない．さらに，このために必要な解析は，梁の一
部分だけを取り出した代表体積要素の解析だけなので，橋梁全体の解析に比べると無視できる
ほどの計算負荷である． 

 長さlの長さ方向に一様な任意形状断面の梁を解析対象とする．梁軸方向を𝑥1，梁軸直角水平
方向を𝑥2，鉛直方向を𝑥3とする正規直交座標系を設定する．解析対象の梁軸方向領域をL =
{ 𝑥1 |   0  ≤  𝑥1  ≤  l }，断面の領域を A とする．断面に𝑥2軸周りの曲げのみが作用したときの中立
軸と，𝑥3軸周りの曲げのみが作用したときの中立軸の交点を𝑥2，𝑥3の原点とする．ここで，任意
形状断面の全断面領域において，せん断遅れに起因する軸方向変位と横せん断に起因する軸方
向変位の両者を統合して断面変形の変位場をf(𝑥2, 𝑥3)とすることを提案する．梁の断面の回転を
θ(𝑥1)，断面変形の変位場fに対する一般化変位をg(𝑥1)とすると，梁の軸方向変位場は𝑢1 = 𝑥3 θ  +
 f(𝑥2, 𝑥3)  𝑔(𝑥1)と表すことができる．断面の平均的な横せん断変形を Timoshenko 梁と同様に断面
の回転とたわみ角の差として 

γ̃(𝑥1) ≔ θ(𝑥1) − (−𝑢3
′
) 

と定義する．ここに(⋅)′は𝑥1に関する導関数を表す．この変位場から導かれるひずみは 
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となる．ここに，(⋅),𝑖は𝑥𝑖に関する偏導関数を表す． 
解析領域を𝑉 ≔ 𝐿 × 𝐴とし，単位軸方向長さ当たりの𝑥3方向の分布荷重𝑞(𝑥1)と境界条件として

の表面力𝑝𝑖(𝑖 = 1,3)を考慮した仮想仕事式は 

∫{Eϵ11
V

δϵ11 + G(γ12δγ12 + γ13δγ13)}d𝑉 = ∫𝑞
𝐿

𝛿𝑢3 d𝑥 + ∫ {𝑝1𝛿𝑢1 + 𝑝3𝛿𝑢3}
𝜕𝑉

d𝐴 

と表せる．上式に変位場を考慮すると，最終的に弱形式の支配方程式 

∫{Kb
L

 θ′δθ′ +  R1 g
′δθ′ +  R1 θ

′δg′ +  R2 g
′δg′ + (Ksγ̃ + R4g)δγ̃ + (R4γ̃ + R3g)δg}dx1

= ∫q
L

δu3dx1 + (Mδθ + Dδg + Qδu3)|x=0,l 

を得る．ここに，𝐾𝑏 , 𝐾𝑠はそれぞれ合成断面の曲げ剛性およびせん断剛性，𝑅𝑖は断面変形に関す
るパラメタであり 
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2
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と定義した．弱形式の支配方程式を部分積分するこ
とで，強形式の支配方程式 

𝐾bθ
′′′ + 𝑅1𝑔

′′′ + 𝑞 = 0 

−𝐾bθ
′′ − 𝑅1𝑔

′′ + 𝐾sγ̃ + 𝑅4𝑔 = 0 

−𝑅1θ
′′ − 𝑅2𝑔

′′ + 𝑅4γ̃ + 𝑅3𝑔 = 0 

を得る．これらはそれぞれ曲げモーメント，せん断
力，断面変形に関するつり合い式である． 
 
４．研究成果 

単一材料の箱断面の梁を選択し，提案した梁理論
の精度を検証する．箱断面の寸法は幅𝑏 = 80，高さℎ
= 20，ウェブ厚𝑡𝑤 = 1，フランジ厚𝑡𝑓 = 3とした．材
料は等方弾性体とし，Young 率は E=1，Poisson 比は
ゼロとした．この断面の幅と高さの比は冒頭で述べ
た長大橋の補剛桁で採用されるものと同じ程度であ
る． 

この箱断面梁に対して，本提案梁理論で採用する
変位場に必要な断面変形モード𝑓(𝑥2, 𝑥3)を求めるた
めに，文献 4)に基づき有限要素離散化した代表体積
要素に単位の横せん断変形を与えた．代表体積要素
は 1 辺 0.5 の寸法の立方体形状の 1 次 6 面体アイソ
パラメトリック要素を用いて離散化した．断面当た
りの要素数は 2,032 となった． 

代表体積要素の解析結果として得られる断面内各
点の軸方向変位が f である．得られた f の分布を図 1
に示す．同図(a)は𝑥2-𝑥3面で見た代表体積要素であり，色は f，すなわち軸方向変位を表す．こ
の f を用いてパラメタ𝑅𝑖を評価した．同図(b)は𝑥1-𝑥3面で見た代表体積要素の変形であり，色は
γ13を示す．箱断面のウェブ部分が𝑥2軸周りに回転しているように見えるが，上フランジが𝑥1の
負の方向に，下フランジが正の方向にせん断遅れ変形していることで断面全体としては回転が
ゼロとなっている．また，この箱断面は上下フランジがウェブに比較して厚いが，フランジ断面
はほぼ剛体回転しており，横せん断ひずみγ13もゼロに近い．同図(c)は𝑥1-𝑥2面で見た代表体積
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図 1 箱断面梁の代表体積要素のせん断変形 



要素の変形であり，色はγ12を示す．単純な箱断面であるため，上下フランジに見られるせん断
遅れ変形は Reissner5)が仮定した放物線に近い． 
 単純支持梁の境界値問題を考え，通常の連続体ソリッド要素による数値解析結果を参照解と
する．本提案手法による解を参照解と比較しその精度・妥当性を評価する．支間長l = 400とし， 
細長比は約 48 である．比較対象としたソリッド要素によるモデルの要素寸法は代表体積要素と
同じ 1 辺 0.5 の立方体とし，総要素数は 812,800 要素である．分布荷重はウェブに相当する要
素に物体力として載荷した．ヒンジ支点は支点上の全ての節点を𝑥3方向に拘束してモデル化し
た．対称条件は対称面上のすべての節点を𝑥1方向に拘束してモデル化した． 
 本手法と参照解および Euler-Bernoulli 梁によるたわみ𝑤を図 2 に示す．たわみは Euler-
Bernoulli 梁による支間中央のたわみで無次元化している．なお，参照解のたわみは断面の平均
たわみである．また，同図には Reissner の方法によりせん断遅れを考慮した梁のたわみ
（Timoshenko 梁の横せん断によるたわみを含む）
も比較のために示している．径間中央の最大たわ
みで，参照解は Euler-Bernoulli 梁に対して 17%
程度大きい．参照解との差で比較すると，径間中
央たわみと 𝐿2 ノルムの双方で，  本手法は
Timoshenko 梁 や Reissnerの方法の 200分の 1以
下程度であり，参照解に対する精度が最も良かっ
た．Reissner の方法の精度が Timoshenko 梁に対
して改善していない理由は，Reissner の方法では
フランジが非常に薄いという仮定を用いている
が，本例題ではフランジ厚が断面高さに対して 
15%と薄くないためであると考えられる． 
 本手法と参照解および Euler-Bernoulli 梁と
Reissner による 軸ひずみϵを図 3 に示す． 同図
は引張側フランジの橋軸直角方向中央と端部（ウ
ェブ外側）のそれぞれにおいて 軸ひずみの軸方向
分布を示している． フランジの板厚方向の位置は
最外縁であり，該当する要素内の平均値を採用し
た．Euler 梁は橋軸直角方向には一様なので橋軸直
角方向位置による区別はない．それぞれの軸ひず
みはEuler梁の支間中央 の軸ひずみにより無次元
化している．フランジのせん断遅れにより，橋軸直
角方向中央部の軸ひずみは Euler 梁の軸ひずみよ
りわずかに（参照解で 0.7%程度）小さく，橋軸直
角方向端部（ウェブ上）で 6%大きい．本手法によ
る解は参照解と図においてほぼ重なっている．一
方，Reissner による解は，ひずみが端部で大きく
中央部で小さいというせん断遅れの定性的な傾向
は表現できているが，全体的にひずみを過小評価している．Euler 梁はせん断遅れを考慮してい
ないので相対差が大きくなるのは当然であるが，Reissner による解も Euler 梁に対して定量的
には精度を改善できていない．それに対して，本手法は相対差10−6という良い精度で参照解を 
再現できた． 
 以上述べたように，本研究により，これまでの梁理論で精度よく再現することが困難であった
薄肉幅広断面に対しても，精度のよい解析が可能となる断面変形を考慮した新しい梁理論を構
築することができた． 
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図 2 箱断面梁のたわみ 
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図 3 箱断面梁の軸ひずみ 
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