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研究成果の概要（和文）：ベクトル加算系およびそれと等価な状態遷移系における到達可能性問題周辺のいくつ
かの問題について形式化を完成させた。具体的には、ペトリネットの有界性問題および停止性問題に関する形式
化、状態付きベクトル加算系からベクトル加算系への到達可能性を保存する変換の形式化である。ベクトル加算
系における到達可能性問題の決定可能性については形式化の完成を見なかったが、この問題に対する様々な証明
手法を調査し、形式化に有望な手法に関する知見を得た。

研究成果の概要（英文）：We have formalized several problems around reachability for vector addition 
systems or their equivalent state transition systems.  Concretely, boundedness and termination for 
Petri nets, and reachability-preserving transformation from a vector addition system with states to 
a vector addition system are formalized.  Although formalization of the decidability of the 
reachability problem for vector addition systems could not be completed, some insight into promising
 approach to formalization is obtained by investigating several methods for proving the 
decidability.

研究分野： 情報数理学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
定理証明支援系を用いた形式化によって、機械的に検査された正しい証明が得られるだけでなく、一旦完了した
証明に対する試行錯誤や適切な抽象化の検討がしやすくなる。本研究の成果の一部である状態付きベクトル加算
系からベクトル加算系への変換の形式化においても、適切な抽象化を行うことで元の証明に用いられていた変換
が改良された。
また、形式化の過程で構築・蓄積された技術やノウハウは、後に別の定理を形式的に証明する際の道具として生
かされる。上記の変換の形式化においてもベクトルの回転に関するライブラリが整備された。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) ベクトル加算系(VAS)とペトリネット、到達可能性問題 
 
n を正整数とし、A を整数上の n 次元ベクトルを要素とする
有限集合とする。いま、非負整数上の n 次元ベクトルによっ
て位置を表すこととし、先の集合 A の要素をその変位ベクト
ルとして捕える。非負整数上の n 次元ベクトル s と t が与え
られたとき、s に A の要素を重複を許して有限回加えていき、
途中でどの成分も負になることなく t に辿り着くことが可能
かを判定する問題を考える。 
この問題はベクトル加算系(VAS, Vector Addition System)の
到達可能性問題と呼ばれる。一見単純に思えるが、実は「途中でどの成分も負にならない」とい
う条件がポイントとなっており、この条件によってある種の制御の表現が可能となって、かつ問
題が複雑になる。実際に VAS は並行、化学、生物、ビジネスプロセスのモデル化に広範囲に用
いられるペトリネットという系と等価であることが知られている。また、到達可能性問題は他の
多くの問題がこの問題に帰着されるという点で、最も基本的かつ重要な問題となっている。 
VAS の到達可能性問題が決定可能か、すなわち、プログラムで有限時間内に判定可能かどうか
は暫く未解決であったが、1981 年に肯定的に解決された。その後も 1990 年初頭にかけてその
証明が改良されていたが、それらは複雑な分解操作を伴うものであった。しかし、2011 年にな
ってその複雑な分解操作を用いない形の新しい証明がなされ、その後さらにその証明の簡略化
がなされた[1]。 
 
(2) 定理証明支援系による形式化 
 
定理証明支援系とは、命題とその証明の記述を人間が行うことを支援し、その証明が正しいこと
を検査する計算機上のシステムである。部分的に自動証明を行う機能を含むこともあるが、証明
の大部分については人間が対話的に記述することを想定している。命題は計算機が理解できる
ような人工的・形式的言語で記述しなければならないが、それ故に自然言語にあるような曖昧さ
による誤解が生じる余地がない。定理証明支援系自体は人間が作る計算機プログラムであるた
め、バグが入り込む余地はゼロではないが、通常は証明の正しさを検査する部分が(定理証明支
援系の実装全体から比較すれば)小規模に実装され、検証された証明の正しさを保証する部分に
は極力バグが入らないように設計されている。 
記号的に厳密に定義された形式的言語を用いて命題を記述し、やはり記号的に厳密に定義され
た論理体系のもとでその証明を行うことを形式化と呼ぶ。形式化された命題や証明のもとでは
意味や直感は記号から切り離され、定理として認められるかどうかは厳密な記号操作のみによ
って定められる。ここでは本来の意味からするとやや狭い意味にはなるが、定理証明支援系を用
いて、機械によって検査された証明を構成することを単に形式化と呼ぶことにする。 
定理証明支援系技術の発展に伴い、最近では数百ページにも及ぶような数学の定理の証明を定
理証明支援系を用いて形式化することも現実的になっている。著名な例として以下のものが挙
げられる。 
 地図の塗り分けに関する 4 色定理の形式的証明[2] 
 群に関する奇数位数定理 (Feit-Thompson Theorem)[3] 
 3 次元球の充填問題に関するケプラー予想の証明[4] 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、ベクトル加算系における到達可能性問題の決定可能性を、定理証明支援系を用
いて形式化することである。形式化の一般的な利点として、機械的に検査された正しい証明が得
られる、一旦完了した証明に対する試行錯誤や適切な抽象化の検討がしやすい、正しさが保証さ
れたプログラムが証明からのプログラム抽出によって得られる、といったものがあるが、それら
にも増して、形式化の過程を通して以下に述べる「研究課題の核心をなす学術的『問い』」に答
えたい。 
本研究課題の核心をなす学術的「問い」は、上記研究開始当初の背景(1)で述べた「ベクトル加算
系における到達可能性問題の決定可能性証明」を、上記研究開始当初の背景(2)で述べた「定理
証明支援系で形式化」する際に、どのような数学的道具や抽象化、データ構造や定理証明支援系
の機構が必要になるか、である。一般に、既に非形式的な証明が存在する場合でも、その証明を
形式化するのは単に記号化する単純作業では全くない。例えば前述のケプラー予想の証明につ
いて言えば、査読者が「99%正しいと確信する」とした非形式的な証明について、その著者自身



が主導して形式化を完成させるのに 21 名の共同研究者と 11 年の歳月を要した(当初は 20 年か
かると見積られていた)。 
非形式的な証明において単に「明らか」「可能」と述べられている部分に関して、形式的な証明
ではどう「明らか」か、具体的にどのようにすれば「可能」なのかについて明確に述べなければ
ならない。形式的証明が不必要に複雑にならないように、「明らか」な部分は「明らか」に見え
るように示すべきで、そのためには定理証明支援系の適切な支援が必要となり、場合によっては
新たな機構を追加することとなる。どう「可能」なのかを具体的操作として示す際には、プログ
ラムを記述することが多く、適切なデータ構造とその上の操作が必要となる。このような過程で
構築・蓄積された技術やノウハウは、後に別の定理を形式的に証明する際の道具として生かされ
る。 
ベクトル加算系やペトリネットにおける到達可能性問題の決定可能性は、他のシステムにおけ
る様々な性質の決定可能性を帰着させる先としてよく使用される。この意味でも、本性質につい
て形式的な証明が得られる意義は大きい。例えば文献[7]では、同一の挙動を示すモバイルデバ
イスの集合体として構成されるセンサーネットワークの形式的モデルであるポピュレーション・
プロトコルについて、与えられたプロトコルがデバイスの集合体の任意の初期状況から始めて
必ず合意に至る(well-specified)か、与えられたプロトコルが与えられた述語を計算するかという
2 種類の判定問題を、いずれもペトリネットの到達可能性問題に帰着させ、それらの決定可能性
を示している。 
 
３．研究の方法 
 
本研究における形式化には、定理証明支援系として Coq[5]を、またその上の証明言語である
SSReflect[6]と数学ライブラリ MathComp を用いる。これらは前述の 4色問題の形式化の際に作
られた道具やライブラリを整理して作成されたものであり、同じく前述の群の奇数位数定理の
形式化の際にも用いられた。研究代表者自身の以前の研究でも使用している 
研究体制は、研究代表者と、研究協力者としての研究室の大学院生で構成される。研究代表者と
既存の非形式的証明を精査して形式化のための全体の設計を決め、自身も形式化を進める。適切
なレベルの部分問題を大学院生自身に形式化してもらい、折に触れて浮かび上がった問題点に
ついて大学院生と議論する。この形式は我々の以前の研究であるペトリネットにおける被覆性
問題の決定可能性の形式化でも採ったものである。 
 
４．研究成果 
 
(1) ペトリネットの有界性に関する性質の形式化 
 
まず、ベクトル加算系と等価な状態遷移系であるペトリネットについて、我々の以前の研究であ
る被覆性問題の決定可能性の形式化を拡張する形で、有界性に関する性質をいくつか形式化し
た。具体的には、有界性の複数の定義の間の同値性、有界性の決定可能性、有界であるときの到
達可能性の決定可能性である。 
初期マーキング付きペトリネットにおける有界性は、次のような同値な特徴付けが可能である。 
 初期マーキングから到達可能な任意のマーキングを上から押さえるマーキングが存在する 
 初期マーキングから到達可能な任意のマーキングにおける各プレースのトークン数を上か

ら押さえる自然数が存在する 
 初期マーキングから到達可能なマーキング全体の集合が有限である 
1 番目は有界であるという概念を直接的に表現したもの、2 番目はプレース有界性と呼ばれる、
有界性を一般化した概念に拡張しやすいもの、3番目はペトリネットに限らない、一般的な状態
遷移系に関しても適用可能なものである。これらの特徴付けおよび実際に同値であることを定
理証明支援系を用いて形式化した。 
有界性の決定可能性は我々の以前の研究である被覆性問題の決定可能性の形式化と同様、Karp-
Miller 木を構成し、その木の中に無限大を表すωが存在するかどうかで判定できることを形式
化した。有界性判定の健全性証明に被覆性判定の完全性を用い、有界性判定の完全性証明に被覆
性判定の健全性を用いるという関係になっている。なお、このときに用いた有界性の特徴付けは
上記の 2番目のもので、プレース有界性の判定もできるように一般化してある。 
有界であるときに限定した場合の到達可能性の決定可能性は一般の場合と比較すれば非常に簡
単な問題である。これは、研究協力者の大学院生に、形式化に使用している定理証明支援系 Coq
および証明言語である SSReflect、数学ライブラリ MathComp に習熟してもらうことをねらいと
したものであったが、後に述べるように、一般の場合との関連があることが分かった。 
 
(2) ペトリネットの停止性の決定可能性の形式化 
 



次に、上記のペトリネットの有界性に関する各種性質の形式化を拡張する形で、停止性に関する
性質をいくつか形式化した。具体的には、停止性を持つならば有界性も持つこと、停止性が決定
可能であることである。 
初期マーキング付きペトリネットが停止性を持つとは、その初期マーキングから始まる無限の
遷移列が存在しない、すなわち、どのように遷移し続けたとしてもいずれ遷移できなくなること
である。この停止性について、やはり被覆性問題の決定可能性の形式化の際に構築した Karp-
Miller 木を構築し、その木の中にωも先祖に同じマーキングのある葉もないかをチェックする
ことで、判定が可能であることを形式化した。証明の方針は停止性を持つペトリネットが構成す
る可達木と、対応する Karp-Miller 木とが同型になることを示すというものである。前者は初期
マーキングのみから構成されるのに対し、後者は履歴に関する情報が必要となるため、帰納法で
証明する前に履歴に関する一般化が必要となった。 
 
(3) 状態付きベクトル加算系からベクトル加算系への変換の形式化 
 
上記のペトリネット以外にも、ベクトル加算系と等価な状態遷移系として状態付きベクトル加
算系(VASS, Vector Addition System with States)が知られている。我々は、状態付きベクトル
加算系の到達可能性問題を、状態なしのベクトル加算系の到達可能性問題に還元させる方法の
形式化を完成させた。これにより、ベクトル加算系の到達可能性の決定可能性を、状態付きベク
トル加算系にも適用させることが可能となる。 
変換方法は VASS の初出論文[8]で述べられている手法に基づいている。到達可能性を保存する
変換に求められる性質を抽象化することにより、もとの変換を改良したものを得ることに成功
し、またそれが最良であることも形式化した。一般に形式化においては、元の証明の議論を一般
化・抽象化することにより、形式化の労力が削減され、また元の問題へのより深い理解が得られ
る。本結果もそのような例となっている。 
 
(4) ベクトル加算系の到達可能性証明に関する調査・検討 
 
ベクトル加算系における到達可能性問題の決定可能性については形式化の完成を見なかったが、
研究期間中にこの問題に対する様々な証明手法を調査し、形式化に適したものを検討して、いく
つかの知見を得た。以下では 3 種類の証明手法について、形式化を目的とする観点で比較する。 
 
① 到達可能・不能な場合のそれぞれに停止する半アルゴリズムを組み合わせる方法 
 
この方法は文献[1]によるもので、到達可能な場合にのみ停止する半アルゴリズムと、到達不能
な場合にのみ停止する半アルゴリズムとを並行実行し、一方が停止した時点で全体を停止させ
るものである。前者の半アルゴリズムは可達木を構築していくことで素朴に構成でき、後者は到
達不能である場合にプレスバーガー算術式で表される不変条件が存在し、プレスバーガー算術
式が列挙可能かつ不変条件であることが確認可能であることから構成できる。これは従来用い
られてきた複雑な分解操作を用いない手法で、本研究課題の開始時点で形式化の対象として考
えていたものである。 
本研究で使用している定理証明支援系 Coq は直観主義論理を基盤としているため、排中律は一
般には成立しない。このような環境で相補的な半アルゴリズムを並行実行した場合の全体の停
止性を議論する方法を検討したが、適切な方法を見出すことができなかった。一旦この手法につ
いては中断し、他の方法を検討することとした。 
 
② 有界なベクトル加算系の到達可能性問題に還元する方法 
 
2020 年にオンラインで開催された国際会議 LICS/ICALP での Jérôme Leroux 氏による招待講演
[9]において、一般のベクトル加算系の到達可能性問題が、有界なベクトル加算系の到達可能性
問題に対数領域還元可能であるという内容が発表された。後者の有界な場合に限った決定可能
性や判定アルゴリズムは、一般の場合と比較して格段に易しい。この還元は前年度に同氏らが
LICS で発表した、VASS の到達可能性の計算量に関する論文[10]中の定理の応用となっている。 
有界なベクトル加算系への還元によって決定可能性を示すという方法は、本研究課題の開始時
点では知られていなかった新しい手法である。還元先である有界なベクトル加算系の到達可能
性問題の決定可能性については、それと等価である有界なペトリネットに関して、上述の通り本
研究課題で形式化を行っているため、その成果を利用できるのではないかと考えた。 
手法を詳細に検討していくと、従来用いられてきた複雑な分解操作を基礎としていることが分
かった。次の項目で述べる方法でもこの分解操作は用いられており、そちらの方がより直接的な



証明となるため、先に後者の方の形式化を進めることとした。有界なベクトル加算系の到達可能
性問題への還元については、次の項目で述べる方法での分解操作の形式化が完成した後に、その
成果を利用して計算量の議論や到達可能性の決定可能性の別証明として形式化する方が有効で
あると考えられる。 
 
③ Kosaraju の到達可能性アルゴリズムの実装 KReach による方法 
 
2020 年の国際会議 TACAS において、関数型プログラミング言語 Haskell 上に実装された、VASS
の到達可能性検査プログラム Kreach が発表された[11]。これは 1982 年に発表された Kosaraju
の到達可能性アルゴリズムの初の実装と考えられている。この方法は複雑な分解操作と伴うも
のではあるが、関数型プログラミング言語の上の実装が与えられたことで、これを参考にして、
やはり関数型プログラミング言語を基盤としている証明検証系 Coq の上に実装することが本研
究課題当初考えていたよりも現実的なものとなった。 
KReach では分解操作の他に、部分問題としてθ1 と呼ばれる整数計画問題と、θ2 と呼ばれる被
覆性問題の解を用いている。後者の被覆性問題については我々の従来研究である Karp-Miller 木
の形式化を利用できる。前者の整数計画問題については KReach では外部 SMT ソルバーに解かせ
ているため、Coq 上での形式化においては独自の実装が必要である。まず整数解については、形
式化に使用している数学ライブラリ MathComp にすでに存在している補題を拡張することで一般
解を求めることが可能であり、実際に形式化してプルリクエスト[12]を提出している。θ1 で求
めるべきなのは実は整数解ではなく自然数解の一般解なのであるが、これについては整数解の
一般解を変形して求められることが[13,14]によって主張されている。ただし、形式化を進めて
いく途中でこれの証明に誤りと思われるものが発見されたため、修正して形式化を進めている。
自然数解の一般解を求める方法が形式化されれば、VAS の到達可能性問題だけでなく、それと密
接に関連する半線形集合の理論の形式化にも貢献できることが期待される。 
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