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研究成果の概要（和文）：代数問題において、多項式の係数などが誤差を含むと解が不安定となることがある。
そういった場合に係数を摂動した際の影響を調べる研究、関連する適切な問題を設定する方法の研究、設定した
問題を効率的に解く数式処理アルゴリズムを構築する研究を行った。さらに、信頼性を損うことなく構築したア
ルゴリズムを効率化する安定化手法の利用法について研究した。主な成果は以下である。(1)ある条件を満足す
る連立代数方程式において根が係数に関して連続であることの証明、(2)値が誤差を含む場合のブラックボック
ス多項式の補間アルゴリズム、(3)安定化手法および安定化手法に計算履歴を合わせて利用する方法の有効性の
確認。

研究成果の概要（英文）：Some algebraic problems can be unstable if they contain errors, for example,
 in the coefficients of polynomials. In such cases, we carried out research on the influence of 
perturbations of coefficients, methods for posing stable related problems, and algorithms that 
efficiently solve the posed problems. Furthermore, we studied the application of the stabilization 
techniques that make the constructed algorithms more efficient. Our main results are as follows: (1)
 The continuity of the roots of simultaneous algebraic equations satisfying some conditions with 
respect to the coefficients. (2) Algorithms for interpolation of black-box polynomials whose values 
contain errors. (3) Confirmation of the effectiveness of the stabilization techniques and a log 
method based on the techniques.

研究分野： 数値数式融合計算

キーワード： 摂動　誤差　安定性　代数方程式　多項式　数値数式融合計算　安定化理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
計算機により数学的な計算を行う方法には数値計算と数式処理の二つがある。数値計算は計算が高速かつ、入力
データに誤差があっても計算可能だが、結果の保証が必要である。数式処理は結果は信頼できるが、計算が低速
であり、誤差のある入力は受け付けない。
本研究の成果は、信頼性の高い数式処理を基礎に、数値計算、数式処理双方の長所を合わせ持つ計算方法を確立
する一歩となるものである。こういった計算方法は様々な分野における数学的な計算に利用できる可能性を秘め
ている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
計算機により数学的な計算を行う方法には数値計算と数式処理の二つがある。数値計算の典

型例は方程式を解く Newton 法で、適当な初期値からスタートして近似計算（浮動小数点数を
用いた計算）を用い、反復計算を実行して近似解の精度を上げて行くものである。長所は、近似
計算を利用するので計算速度が速く、メモリもそれ程必要としないこと、入力データ（多項式の
係数や行列の成分など）に誤差があっても計算の実行が可能なこと、反復計算のため、途中で打
ち切っても意味のある出力が得られることなどである。短所は、近似計算を用いるため、出力が
どれくらい信頼できるか（誤差がどの程度であるか）については別途、誤差解析などによる保証
が必要なことである。一方、数式処理の典型例は二つの多項式の GCD（最大公約多項式）を求
める Euclid の互除法で、誤差のない正確な計算を用い、有限ステップで終了する代数的な計算
を行う。長所は、正確な計算を利用するため正確な出力が得られることである。短所は、計算の
速度が遅いこと、メモリの使用量が多くなること、正確な計算を前提としたアルゴリズムのため
入力データに誤差があると結果が無意味なものになる恐れがあること、最後まで計算しないと
意味のある出力が得られないことである。表１に両計算方法の比較を示す。そこにある「融通性」
とは、入力データに誤差のある場合や計算を中断した場合でも近似解が得られることを意味す
る。表１から分かる通り、数値計算と数式処理は、お互い、長所短所が相補的になっている。 

 
表１：数値計算と数式処理の比較 

計算方式 速度 メモリ 信頼性 融通性 
数値計算 高 少 別途保証が必要 高 
数式処理 低 多 高 低 

 
２．研究の目的 
現在、科学技術計算には数値計算を主に用いる。その理由は「１．研究開始当初の背景」に記

述した通り、数式処理には以下の二つの短所があるからである。 
I. 正確な計算を用いるため計算量が多いこと（速度が遅いこと、メモリの使用量が多いこと）。 
II. 入力データおよび用いる計算は正確という前提から等号判定による条件分岐が存在するた

め、誤差を含むデータが入力された場合、計算結果が正しい答から掛け離れたものになる恐
れがあること。 

とくに短所 II は、実問題の入力データは誤差を含むことが普通なので、実用上、対処が必要と
なる。 
したがって、本研究ではまず、短所 II の克服、すなわち、融通性のある数式処理の実現を目

標とする。この目標が達成されれば、信頼性の高い数式処理によって実問題を扱うことが可能と
なり、学術的のみならず応用上の意義も大きい。なお、計算機の性能向上（CPU の高速化、メ
モリの高速化・大容量化）により、短所 I は以前ほどには問題にならなくなってきているとはい
え、それでも数値計算よりも計算量が多いことに変わりはない。よって、短所 I の克服も合わせ
て考えていくこととする。 
 
３．研究の方法 
 研究代表者らのグループは、効率のよい数式処理、誤差を含むデータも扱える数式処理を目指
して、 
 「誤差を含む代数問題に対する信頼性の高い数値数式融合計算の研究」（平成 21〜23 年度

科学研究費補助金基盤研究 (C) 採択課題、以下、「採択課題１」と略記）、 
 「誤差を含む代数問題に対する数値数式融合計算の研究」（平成 24〜26 年度科学研究費補

助金基盤研究 (C) 採択課題、以下、「採択課題２」と略記）、 
 「代数問題に対する摂動の影響の研究」（平成 27～29 年度科学研究費補助金基盤研究 (C) 

採択課題、以下、「採択課題３」と略記）、 
において研究を進めてきた。採択課題 1 では、誤差を含むデータを入力とする代数問題が不安
定な場合、すなわち、係数の摂動がどんなに小さくても解が劇的に変わる場合（代数方程式の実
根の数など）、そのまま計算した結果には意味がないので、関連する適切な問題を再設定し、そ
の問題を解くアルゴリズムを、数式処理を基本として構築した（「２．研究の目的」の短所 II の
克服）。さらに、数値数式融合計算（数式処理に数値計算を利用する計算手法）、とくに安定化理
論を用いることにより、数式処理の信頼性を損なうことなく計算の効率化を目指した（「２．研
究の目的」の短所 I の克服）。採択課題２では、問題が不安定か否かを判定し、採択課題１では
扱わなかった不安定ではない場合（以下、安定な場合という）に、安定性解析（注目している性
質が保たれるような係数の摂動限界を評価すること）を行うことを新たな課題として追加した。
採択課題３では、採択課題１、２を遂行した結果得られた知見により、「最近接問題」を考える
ことにより、適切な問題が統一的に再設定できることを利用して研究を進めた。 
ここで、問題が安定、不安定とはどういうことかを詳しく説明する（これは問題を解くアルゴ



リズムとは独立な、問題そのものが持つ性質である）。問題が安定とは、入力データの摂動に対
して解が連続的に変化する状態をいう。たとえば、1 次方程式 ax = b (a≠0)を解く問題は、解
b/a が a、b に関して連続だから安定である。一方、問題が不安定とは、入力データの摂動に対
して解が不連続に変化する状態をいう。たとえば、２次方程式 x2－2x+1=0 の実根の数を求める
問題を考える。すべての係数が正確なら実根の数は１（重複度も込めて数えれば２）である。簡
単のため１次、２次の係数を固定して考えると、定数項が 1 よりわずかでも大きければ実根は
０個だからこの問題は不安定である。よって、定数項 1 に誤差がある場合、「実根の数はいくつ
か」という問題に対し、確定した一つの値を答えることができない。しかし、誤差の範囲が既知
なら（定数項は 0.999 以上 1.001 以下など）、解が確定する、元の問題に密接に関連した問題を
設定可能である。たとえば、問題が不安定な場合、誤差の範囲内に存在するすべての方程式を考
えたとき、持ち得る実根の数の最大値、最小値はいくつか、実根の数が m 個（m は与えられた
自然数）となることはあるか、といった問題は入力データに誤差のない問題であり（誤差ではな
くパラメータのある問題とみなせばよい）、しかも、確定的な解が存在する。すなわち、問題が
不安定、かつ、入力データが誤差を含む場合でも、目的（誤差のある中で何を求めたいのか）に
応じて適切な問題を再設定すれば数式処理で扱うことが可能となる（パラメータ入りの問題は
数式処理が得意とするところである）。 
また、問題が安定な場合でも、誤差がどの程度までなら解が連続的に変化するか（たとえば、

実根の数が 0 のままであるか）、その限界を求めるという、数式処理で扱える問題を設定可能で
あり、応用上も重要である。なぜなら、誤差限界を知らない状況で、誤差を含む入力データに対
しアルゴリズム（数式処理とは限らない）を実行した場合、解が連続的に変化する範囲内に入力
データが収まっているか否か不明なため、出力が真の解の近似となっているか否か判断できな
いからである。 
問題の再設定には個々の問題の特性が利用できるのは当然だが、可能であれば統一的な方法

論があることが望ましい。そのような方法論の一つとして、最近接問題について説明する。最近
接問題とは、着目している性質を持たない入力に対し、その性質を持つような、与えられた入力
にもっとも近い対象を探す問題である。たとえば、問題が不安定な場合の例として GCD に関わ
る問題を挙げる。今、GDD が１次以上である二つの多項式が、係数に含まれる誤差のため互い
に素な多項式 f、g になったとする。このとき、f、g それぞれの誤差範囲内に存在する多項式 p、
q の GCD は最高何次となり得るかは、20 年程前より考えられてきた問題だが、持つべき GCD
の次数を変えて最近接問題を解いた結果の多項式が誤差範囲内に収まるか否かを調べることに
より解答可能である。問題が安定な場合の例も挙げておく。係数に誤差を含む多項式 f と g に
ついて、係数を正確とみなしたときに互いに素である場合、f、g それぞれの誤差範囲内に存在す
る多項式 p、q を任意に取ったとき、いつでも p と q は互いに素であるか、という問題は自然で
ある（誤差が十分に小さければ必ず互いに素）。この問題は、f、g にもっとも近く（目的に応じ
て距離の測り方は変わる）、GCD が１次以上となる多項式の対 p、q までの距離が分かればよい。
つまり、「互いに素」の否定である「GCD が１次以上」という性質に注目すれば、問題が安定な
場合の誤差限界を求める問題も「最近接問題」ととらえることが可能である。 
 以上の状況を踏まえ、「２．研究の目的」に記述した目標を達成するため、各代数問題に対し、
以下の二つの課題に分けて研究を進めることとした。 
【課題１】具体的な代数問題に対する摂動の影響の理論的な解析。 
【課題２】課題１を利用した問題の再設定とそれを解く数式処理アルゴリズムの構築。さらに、 

数式処理に近似計算を利用する計算手法、とくに安定化理論を用いたアルゴリズム 
の効率化。 

さらに、課題１、２の研究を通して得られた知見をまとめるものとして以下の課題を設定した。 
【課題３】種々の問題に対する課題１、２の知見を利用した問題再設定の方法論の構築。 
 
代数問題としては主に非線形の代数方程式を中心として、広く代数に関わる問題を扱うこと

とする。代数方程式を中心とするのは、代数方程式は理論上、応用上ともに重要であるが、連立
一次方程式に関わる問題、一変数代数方程式の一部の問題を除き、本研究の立場から見て、十分
な結果が得られているとはいい難いからである。 
 
４．研究成果 
研究成果を６項目に分けて記述する。各項目冒頭のカッコ内に、その成果が課題１～３のどれ

に対応するものであるかを示す。 
(1) （課題１）多変数多項式系がグレブナ基底をなす場合（雑誌論文 11、15、学会発表 13、14、

15）、ボーダー基底をなす場合（雑誌論文６、学会発表６、７、９）のそれぞれについて、
多項式系がさらにいくつか条件を満たす場合に、多項式系の共通零点（連立代数方程式の
解) が係数の摂動に対して安定となることを定性的に示すことができた。なお、まったく
一般の多変数多項式系の場合にはこの性質は成り立たない。 
 

(2) （課題１）メビウス変換の凸結合について、係数の摂動に関して種々の性質が定性的、定量
的にどう変化するかを示した（学会発表２）。 

 



(3) （課題１、２）指定した複数の点（雑誌論文 14、学会発表 12）あるいは指定した領域内の
どこか一点で値が 0となる多項式（雑誌論文 10、学会発表 18）で、与えられた多項式に一
番近いもの（最近接多項式）を求める問題について、最近接多項式を構成するアルゴリズム
や最近接多項式までの距離を明示的に表現する式を得た。 

 
(4) （課題１、２）入力を与えると出力が得られるブラックボックスとして与えられている多変

数多項式を具体的に式の形で表す問題に対し、ブラックボックスの出力が誤差を含む場合
に頑健なアルゴリズムを複数種類提案し、計算機実験により有効性を確認した（雑誌論文
１、４、５、８、９、学会発表５、８、10、16、17、19）。 

 
(5) （課題２）課題２においてアルゴリズムを効率化する際に利用する安定化理論およびそれ

に関連した手法に関して以下の成果を得た。３次元凸包構成アルゴリズムに安定化理論を
適用して種々の条件下で計算機実験を行って有効性を確認した（学会発表１）。さらに、同
アルゴリズムに対して安定化理論に基づく計算履歴法（ISCZ 法）を適用し、厳密計算並び
に素朴近似計算に対する優位性を確認した（学会発表３）。また、計算履歴法を最短ベクト
ル問題に適用して有効性を確認した（雑誌論文 12）。 

 
(6) 代数系に関わる問題（分類その他）に、本研究課題に関わる数式処理の成果を利用した（雑

誌論文２、３、７、13、学会発表４、11）。 
 
なお、課題３（問題再設定の方法論の構築）について、雑誌論文、学会発表という形の成果は

ないが、上記の通り課題１、２に関する知見はかなり蓄積されたので、問題再設定は以前よりも
系統立って行うことが可能になったといえる。 
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