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研究成果の概要（和文）：本研究は, 戦略的待ち行列を含む状態依存型待ち行列を解析するためのブロック構造
化マルコフ連鎖とランダムウォーク型マルコフ連鎖を対象とする. 主な成果としては, まず, 可算状態マルコフ
連鎖の定常分布に対する一般的な切断近似の上界を導出した. それから, M/G/1型マルコフ連鎖の定常分布に対
する最終列ブロック増大切断近似とレベル増分切断近似の収束公式を示した. さらに, Upper Block-Hessenberg
マルコフ連鎖の定常分布を計算するための反復法を確立したほか, 平均待ち時間を最小化しようとするポアソン
客母集団をもつ離散時間単一サーバ待ち行列ゲームの均衡到着分布の解析を行った.

研究成果の概要（英文）：This study is concerned with block-structured Markov chains and 
random-walk-type ones for analyzing state-dependent queues including strategic ones. The main 
results are as follows. First, we derived an upper bound for the general truncation approximation to
 the stationary distribution in countable-state Markov chains. We then presented some convergence 
formulas for the last-column-block-augmented truncation approximation and level-increment truncation
 approximation to the stationary distribution in M/G/1-type Markov chains. We also established an 
iterative method for computing the stationary distribution in upper block-Hessenberg Markov chains. 
Besides, we analyzed the equilibrium arrival distribution in a discrete-time single-server queueing 
game with a Poisson population of customers trying to minimizing their mean waiting times.

研究分野： 応用確率論

キーワード： 戦略的待ち行列　待ち行列ゲーム　ブロック構造化マルコ連鎖　ランダムウォーク型マルコフ連鎖　切
断近似　エルゴード解析
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研究成果の学術的意義や社会的意義
戦略的待ち行列は, 不特定多数の利用者を収容するサービスシステムでの競合状況を模した数理モデルであり, 
サービス利用者・提供者の最適な意思決定について分析するために用いられる. 戦略的待ち行列を含む状態依存
型待ち行列の解析は, ブロック構造化マルコフ連鎖やランダムウォーク型マルコフ連鎖の解析に帰着される．こ
れらのマルコフ連鎖に関する本研究の成果は, 不確実性下のサービスシステムにおけるサービス利用者・提供者
の最適な意思決定法の確立に貢献するものである.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１. 研究開始当初の背景 
広い意味での戦略的待ち行列の歴史は古い. 例えば, 休暇や優先権のある待ち行列, また, 後
着順, プロセッサ・シェアリングなどのサービス規律を採る待ち行列は, サーバ(サービス提供
者)の「戦略」を取り込んだモデルである. これらのモデルは長く待ち行列研究の中心にあり, 
多くの理論的成果が報告されている. 一方, 待ち行列の選択, 並び直し, 途中退去, 再試行な
どが発生する待ち行列は, 客(サービス利用者)の戦略を取り込んだモデルであり, 到着過程あ
るいはサービス過程が待ち人数やサーバ占有数などの「システムの状態」に依存する. こうした
「状態依存型待ち行列」は, 隠れマルコフ連鎖法によって,「ブロック構造化マルコフ連鎖」や
「ランダムウォーク(RW)型マルコフ連鎖」に帰着される. しかし, これらのマルコフ連鎖の解
析は容易ではなく, 応用に資する理論的成果はまだ十分に蓄積されていない.   
 
２. 研究の目的 
本研究は, 主として, 戦略的待ち行列を含む状態依存型待ち行列の数理解析に資することを目
的とし, ブロック構造化および RW型マルコフ連鎖のエルゴード解析, 切断誤差評価, 数値計算
法の開発などを行う. 特に, 「Upper Block-Hessenberg (UBH)マルコフ連鎖」と「GI/G/1 型マ
ルコフ連鎖」に着目する. これらのマルコフ連鎖は, 「ブロック構造化」および「RW型」の両
クラスにまたがる表現力の高いマルコフ連鎖である. 例えば, UBH マルコフ連鎖は, 多次元非
負格子上のランダムウォークに加え, 状態依存型待ち行列の解析道具である「レベル依存準出
生死滅過程」「M/G/1 型マルコフ連鎖」などを特別な場合として含む. 一方, GI/G/1 型マルコフ
連鎖は, M/G/1 型マルコフ連鎖の拡張であり, UBH マルコフ連鎖とは本質的に推移構造が異なる
「GI/M/1 型マルコフ連鎖」も特別な場合として含む. したがって, UBH マルコフ連鎖や GI/G/1
型マルコフ連鎖に対するエルゴード解析, 切断誤差評価, 数値計算法に関する研究が進展すれ
ば, これまで未解決だった待ち行列が“解ける”だけでなく, 従来の研究成果を統一的な枠組
みで捉え直すことができ, その結果, 新たな理論・応用が生まれる可能性もある. 
 
３. 研究の方法 
近年, ブロック構造化および RW 型マルコフ連鎖については, 状態
推移を支配する増分分布の性質と, 「切断による近似誤差」および
「エルゴード収束率(定常分布への収束率)」との関係が次第に明ら
かになってきた. 本研究では, そうした切断誤差解析とエルゴード
解析の底流にある関係性に着目して課題の解決を図った. 具体的に
は, 両解析の主たる数学的道具である「ポアソン方程式」と「Foster-
Lyapunov ドリフト条件」を用いて, UBH マルコフ連鎖や GI/G/1 型
マルコフ連鎖を中心に, できる限り一般的なマルコフ連鎖のエル
ゴード解析, 切断誤差評価, 数値計算法の開発などを行った.  
 
４. 研究成果 
(1) 可算状態マルコフ連鎖の一般的な切断近似に対する誤差上界の導出 
マルコフ連鎖の切断誤差評価と関連の深い摂動解析は, 主として, ポアソン方程式の解である
「偏差行列」を用いて行われてきた. しかし, 偏差行列の各成分の確率的解釈は容易ではなく, 
解析にあたっての見通しは良くない. そこで, ポアソン方程式についての確率的解釈可能な解
に着目し, それに対する計算可能な上界を導いた. さらに, その確率的解釈可能な解を用いて, 
近似定常分布と元の定常分布との差分公式を示した. これらの成果を組み合わせることで, 可
算状態マルコフ連鎖に対する一般的な切断近似について, 先行研究よりも簡便で正確な誤差上
界式を導いた. 
 
(2) Upper Block-Hessenberg (UBH)マルコフ連鎖に関する定常分布計算法の開発 
UBH マルコフ連鎖の定常分布計算に関する先行研究は, 本質的に, 近似定常分布の計算アルゴ
リズムの提案を目的としている. 具体的には, あるレベル以上の推移構造を Block Toeplitz 化
して実質的に M/G/1 型マルコフ連鎖に帰着させたり, 上限レベルを定めた条件付き定常分布を
計算対象としたりしている. 一方, 本課題では, 定常分布に収束する反復法の構築を目的とす
る. この目的に向けて, 研究代表者らの研究成果である「増大切断近似による定常分布の誤差
上界(Liu, Li, and Masuyama, OR Letters, 2018)」を用いて, 定常分布に収束する近似分布列
を最適解にもつ一連の線形分数計画問題を定式化した. その結果, UBH マルコフ連鎖の定常分
布が反復法で計算できることが示された. 
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(3) M/G/1 型マルコフ連鎖の最終列ブロック増大(LCBA)切断近似の漸近解析 
最終列ブロック増大(LCBA)切断近似は, 定常分布を計算するための近似手法の一つである. そ
して, M/G/1 型マルコフ連鎖に LCBA 切断近似を適用すると,「有限レベル M/G/1 型マルコフ連
鎖」となる. 有限レベル M/G/1 型マルコフ連鎖は，有限容量セミ・マルコフ型待ち行列の代表的
な解析道具である. したがって, M/G/1 型マルコフ連鎖を対象とした LCBA 切断近似の漸近解析
は, 有限容量セミ・マルコフ型待ち行列の性能解析にも貢献する. 本課題では, LCBA 切断近似
による M/G/1 型マルコフ連鎖の近似定常分布の裾確率が, 元の定常分布の裾確率と比べて一様
に小さくなることを証明した. この結果と定常分布に対する漸近解析結果を活用し, 近似定常
分布の劣幾何収束公式を導いた. なお, 得られた劣幾何収束公式から, レベル増分の積分裾分
布が劣指数的な場合には, 近似定常分布の誤差減衰速度が, 元の定常分布の裾減衰速度と同等
であることがわかった. 
 
(4) M/G/1 型マルコフ連鎖の増分切断近似の漸近解析 
通常, M/G/1 型マルコフ連鎖の定常分布は「Ramaswami の再帰式」を基にして数値計算される. 
しかし, その再帰式の実装には, 増分切断近似, すなわち, 1 推移あたりの増分分布を切断す
る必要がある. 研究代表者が知る限り, この増分切断近似の誤差評価に関する先行研究はない. 
本課題では, 上記課題(3)の LCBA 切断近似に関する研究成果を下地として, 増分切断による近
似定常分布の劣幾何収束公式を示した. その結果, レベル増分の積分裾分布が long-tailed で
ある場合には, 増分切断近似と LCBA 切断近似の誤差減衰速度が同等であることがわかった. 
 
(5) GI/G/1 型マルコフ連鎖のエルゴード解析 
GI/G/1 型マルコフ連鎖は RW 型マルコフ連鎖の一つであり, 代表的なブロック構造化マルコフ
連鎖でもある. ちなみに, 課題(4)で対象とした M/G/1 型マルコフ連鎖は, GI/G/1 型マルコフ
連鎖の特別な場合である. GI/G/1 型マルコフ連鎖の定常裾減衰率(定常分布の裾減衰率)につい
ては, 研究代表者らの研究成果を含め, 先行研究の蓄積が十分にある. しかし, エルゴード収
束率(定常分布への収束率)についての既知の結果は少ない. 本課題では, 劣幾何エルゴード的
な GI/G/1 型マルコフ連鎖を対象に,「レベル増分分布の裾減衰率」「定常裾減衰率」「エルゴード
収束率」の三者間の関係を調べた. まだ解決すべき問題が一部残っているものの, 定常分布へ
の収束が極端に遅くなる場合についての理解が深まった.   
 
(6) 離散時間単一サーバ・ポアソン待ち行列ゲームの解析 
本課題は, 客の戦略を強く意識した待ち行列ゲーム(戦略的待ち行列)を対象とする. ほとんど
の先行研究では, 客のサービス時間分布が退化分布(固定長サービス), あるいは, 指数分布に
限定されている. そこで, 本課題では, サービス時間分布が均衡到着分布に与える影響を調べ
るため, 一般サービス時間分布をもつ離散時間単一サーバ・ポアソン待ち行列ゲームを導入し
た. そして, 系内仕事量過程が, Upper Hessenberg 型の推移則に従うことを利用して, 平均待
ち時間を最小化しようとする客集団の均衡到着分布の数値計算法を提示し, 数値実験を行った. 
その結果, サービス時間分布の分散が大きくなるにつれ, 受付開始直後の到着割合が増加する
ことがわかった. さらに, より現実の状況に近いと考えられる Agent-based model を構築し, 
解析的に得られた均衡到着分布の妥当性を確認した. 
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