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研究成果の概要（和文）：計算困難な組合せ最適化問題を解くための効率的なアルゴリズムを設計・解析・実装
した。具体的には、「生物系統樹のrSPR距離問題」、「生物系統樹の最少葉数除去問題」、「メトリック最大三
角形パッキン問題」、「グラフのkパス分割問題」、「テスト付きスケジューリングの最小合計処理時間問題」
などを研究対象とした。それぞれの問題について、以前知られていた最良なアルゴリズムよりよい性能を達成す
るアルゴリズムを新たに設計できた。アルゴリズムの性能を理論的に解析するだけではなく、アルゴリズムをプ
ログラミング言語で実装して実世界のデータとシミュレーションデータの両方を用いてその性能を理論と実践の
両面から評価した。

研究成果の概要（英文）：We designed, analyzed, and implemented efficient algorithms for 
computationally hard combinatorial optimization problems. The concrete targeted problems include the
 following: the rSPR distance problem of rooted binary phylogenetic trees, the maximally balanced 
connected graph tripartition problem, the minimum leaf-removal center problem of rooted binary 
phylogenetic trees, the metric maximum triangle packing problem, the k-path partition problem of 
directed graphs, the minimum total completion-time problem of job scheduling with testing, and so 
on. For each of the problems, we succeeded in designing new algorithms that outperform the previous 
bests. For most of our designed problems, we not only rigorously analyzed their theoretical 
performance, but also implemented them into computer programs and compared their performance against
 the previous bests with both practical datasets and simulated ones.

研究分野： Combinatorial Optimization

キーワード： 組合せ最適化問題　近似アルゴリズム　randomizedアルゴリズム　固定パラメータアルゴリズム　オン
ラインアルゴリズム　発見的手法　NP困難性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
対象とした組合せ最適化問題（「生物系統樹のrSPR距離問題」、「生物系統樹の最少葉数除去問題」、「メトリ
ック最大三角形パッキン問題」、「グラフのkパス分割問題」、「テスト付きスケジューリングの最小合計処理
時間問題」、など）それぞれについて、以前知られていた最良なアルゴリズムよりよい性能を達成する新しいア
ルゴリズムを設計できたので、当該分野の発展に貢献できたと言える。特に、一部の問題は実世界において重要
な応用を持っているので、本研究で設計したアルゴリズムを実装して得たプログラムは実世界の現場で使われて
社会に貢献する可能性を秘めている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 本研究で下記の計算困難な組合せ最適化問題を選定して研究の対象とした。それぞれの研究
背景は以下の通りである。 

(1) 生物系統樹の rSPR 距離問題：2 本の生物系統樹 T1と T2 が与えられたとき、それらから
最小本数の枝を切って同じ森にしたい問題である。その最小本数が T1 と T2の rSPR 距離
である。この問題の NP 困難性は 1996 年に Hein らによって証明された。その後、多く
の近似アルゴリズムと固定パラメータアルゴリズムがこの問題のために提案された。その
中で最良の近似アルゴリズムが近似率 2 を達成する。また、ほとんどの近似アルゴリズム
が実装され、実際のデータに対する性能評価も盛んに行われてきた。さらに、本研究者に
よって提案された既知の近似アルゴリズムが rSPR 距離の上界だけでなく、下界も出力で
きる。その下界を用いることによって厳密解を求めるための固定パラメータアルゴリズム
の計算速度を上げることができることが知られていた。 

rSPR 距離問題と密に関係している問題として交差数問題がある。rSPR 距離問題と有
向グラフの feedback 頂点集合問題の（近似または厳密）アルゴリズムを利用すれば生物
系統樹の交差数問題を解くための（近似または厳密）アルゴリズムを設計できることが以
前から知られていた。 

(2) 中心生物系統樹問題：2 本以上の生物系統樹 T1, …, Tk が与えられたとき、それらから一
部の葉を切って結果の木をすべて含むような生物系統樹を１本構築したい。T1, …, Tk か
ら切られた葉の合計個数を最小化する問題（AST-LR）と T1, …, Tk の中で最も多く切ら
れる葉の個数を最小化する問題（AST-LR-d）がある。これは 2017 年に Chauve らによ
って提起された。Chauve らが両方の問題の NP 困難性を証明し、それらを解くための固
定パラメータアルゴリズムを提案した。 

(3) メトリック最大三角形パッキング問題：重み付き完全グラフ G が与えられたとき、G の
頂点集合をサイズ３の部分集合に分割して、同じ部分集合にある頂点間の辺の重みの合計
を最大化したい問題である。この問題の NP 困難性が古くから知られていた。そのため、
この問題の近似アルゴリズムが多く提案された。その中で最もよい近似率を達成するもの
は本研究者によって 2009 年に提案されたものである。 

(4) 有向グラフの k-パス分割問題：有向グラフ G が与えられたとき、その頂点集合をサイズ
k 以下の部分集合に分割したい問題である。ただし、各部分集合の全頂点が 1 本の有向パ
スで繋がっていなければならなく、かつ、部分集合の個数を最小化しなければならない。
k=2 の場合、この問題は最大マッチング問題と同じなので、多項式時間アルゴリズムで解
ける。一方、k が 3 以上である場合、この問題の NP 困難性が古くから知られていた。そ
のため、この問題の近似アルゴリズムも盛んに研究されてきた。k=3 の場合、以前の最良
な近似アルゴリズムが近似率 21/16 を達成する。また、k が 4 以上の場合、以前の最良な
近似アルゴリズムが近似率 k/2 を達成する。 

(5) グラフの k-連結平衡分割問題：重み付きグラフ G が与えられたとき、G の頂点集合を k
個の部分集合に分割して、各部分集合が連結グラフを導出し、かつ、部分集合の重み間に
大差がないようにしたい問題である。最適化したい指標として２つが考えられる。１つは
部分集合の最小重みを最大化するもので、もう１つは部分集合の最大重みを最小化するも
のである。前者で定義された問題は Max-Min-k-BGP で、後者で定義された問題は Min-
Max-k-BGP で表される。両方の問題とも k が 2 以上である場合でさえ NP 困難である。
Chataigner らは 2007 年に、k=3 か 4 でかつ入力グラフが k-連結である場合を考えて、
近似率 2 を達成するアルゴリズムを設計した。また、Chlebikova が 1996 年に、Max-Min-
2-BGP を解くための近似アルゴリズムで近似率 4/3 を達成するものを設計した。 

(6) テスト付きスケジューリング問題：n 個のジョブ J1, …, Jn が与えられる。各ジョブ Jiの
テスト時間 ti と処理時間の上限 ui が知られているが、その厳密な処理時間 pi が不明であ
る。各ジョブ Ji についてテストするか否かを決定する必要がある。ジョブ Ji をテストす
ればその分 ti時間がかかるが、そのテスト後 pi時間で処理を完了できる。一方、ジョブ Ji

をテストしなければ、その処理に ui時間がかかる。また、すべてのジョブについてテスト
するか否かを決めた後、m 台のマシンへの割り当ておよび各マシン上での実行順序を決め
なければならない。目的は、全ジョブの処理時間の合計を最小化することである。この問
題は 2018 年に Durr らによって提起された。Durr らは m=1 かつすべてのジョブのテス
ト時間が 1 である場合を解くためのアルゴリズムを２つ設計した。その１つは競合比 2 の
決定性アルゴリズムで、もう１つは期待競合比 1.7453 の randomized アルゴリズムであ
る。 

その後、Albers らが 3 つのアルゴリズムを設計した。1 つ目は m=1 の場合を解くもの
で競合比 4 を達成するものである。2 つ目は m=1 の場合を解くもので期待競合比 3.3794
を達成するものである。3 つ目は m=1 かつ preemption が許される場合を解くもので競
合比 2φを達成するものである（ここで、φは黄金比である） 



２．研究の目的 
 １で述べた各問題について研究を行い、以前の最良なアルゴリズムよりよい性能を達成する
新しいアルゴリズムを設計・解析・実装する。次に、各問題についてその研究目的を述べる。 

(1) 生物系統樹の rSPR 距離問題：まず、rSPR 距離問題の新しい近似アルゴリズムを複数設
計して実装する。その後、結果のプログラムをツールとして交差数問題を解くためのプロ
グラムに組み込む。結果として、rSPR 距離問題乃至交差数問題を解くための近似または
厳密なプログラムを得て、以前の最良な近似または厳密なプログラムよりよい性能を達成
するプログラムを得る。 

(2) 中心生物系統樹問題：Chauve らによって設計された AST-LR を解くための固定パラメー
タアルゴリズムに不備があることが本研究者によって見つかったので、新しい固定パラメ
ータアルゴリズムを設計する。また、AST-LR と AST-LR-d の数理モデルを設計して実装
し、その速度の高速化手法および固定パラメータアルゴリズムとの計算速度の比較を行う。 

(3) メトリック最大三角形パッキング問題：最大三角形パッキング問題の近似アルゴリズムが
以前からいくつか知られていたが、そのメトリックな場合専用の近似アルゴリズムはまだ
知られていない。そこで、本研究でそのような近似アルゴリズムを初めて設計することを
目指す。 

(4) 有向グラフの k-パス分割問題：この問題の近似アルゴリズムが近年設計されたが、本研究
でよりよい近似率を達成する新しい近似アルゴリズムを設計する。k の値が大きい時と小
さい時に分けて、別々にアルゴリズムを設計して解析する。 

(5) グラフの k-連結平衡分割問題：一般的な場合の近似アルゴリズムの設計がかなり困難そ
うであるので、まず各頂点の重みが 1 である場合を解くための近似アルゴリズムを設計し
て解析する。その後、k の値が小さい場合を解くための近似アルゴリズムを設計して解析
する。 

(6) テスト付きスケジューリング問題：まず、preemption が許されない場合のアルゴリズム
を設計して解析する。その次に、preemption が許される場合のアルゴリズムを設計して
解析する。また、各ジョブのテスト時間が 1 である場合により良い競合比を達成するアル
ゴリズムを設計できるかを考える。さらに、randomness がアルゴリズムの設計に有用か
を調べる。 

 
３．研究の方法 
 １で述べた問題はすべて組合せ最適化問題ではあるが、それらに類似性がほとんどないので
それらの解決手法が異なる。それぞれの解決手法を次に述べる。 
(1) 生物系統樹の rSPR 距離問題：この問題を解くための近似アルゴリズムが複数存在する。

理論的に最良の性能を達成するのは本研究者によって 2018 年に設計されたものである。
それ以外に本研究者によって 2016 年に設計されたものがある。後者の性能は理論的には
前者より劣るが、実際のデータセットに対して逆になる場合もしばしばある。そのため、
両方を実装してよりよい解を出力するようなプログラムを作成する。結果のプログラムは
前者だけに基づいて作成されたものよりよい性能を達成する可能性もある程度出てくる。
さらに、モンテカルロ木探索を利用してすべての近似アルゴリズムの性能を改善する。 
 次に、rSPR 距離問題の近似アルゴリズムをツールとして用いて交差数問題の近似アル
ゴリズムを設計する。その設計で有向グラフ上の feedback 頂点集合問題を解く必要があ
り、その問題の整数線形計画モデルを用いて解決する。 

反復深化探索を利用して交差数問題の厳密なアルゴリズムを設計して実装する。その設
計で探索木の枝刈りに有効な下界を利用しなければならない。rSPR 距離の下界が交差数
の下界でもあるので、本研究者によって発見された rSPR 距離の下界を交差数の下界とし
て利用する。また、探索木の各ノードから子供を作る際、その順序を丁寧に定めて計算の
速度を上げるようにする。探索の速度をさらに上げるためには、Java の Fork/Join フレ
ームワークを利用する 

(2) 中心生物系統樹問題：Chauve らによって設計された AST-LR を解くための固定パラメー
タアルゴリズムに不備が見つかったので、新しいアイディアを利用する。まず、Aho らが
1981 年に設計した関連問題のアルゴリズムを使って入力の木集合から部分木の特定な集
合を見つける。その特定な部分木の集合を利用して入力の木集合から少数の葉からなる集
合 S を見つける。どの解においてもＳの要素を１つ以上入力の木集合から削除しなければ
ならないという性質を利用して、AST-LR の固定パラメータアルゴリズムを設計する。 
 残念ながら、我々の新しい固定パラメータアルゴリズムも Chauve らによって設計され
た AST-LR-d を解くための固定パラメータアルゴリズムも実用的になりそうにない。その
ため、本研究で AST-LR と AST-LR-d の整数線形計画モデルを設計して実装することで、最
適解を求めるためのプログラムを開発する。そのモデルに制約条件が膨大にあるので、そ
の解決に長い時間がかかってしまう。よって、その厳密モデルから一部の制約条件を削除
したモデルを利用する。結果の緩和モデルが必ずしも正しい解を出力しないが、その出力
解の値が厳密モデルの解の値の下界になるので、その下界を厳密モデルに組み込むことに
よって厳密モデルの解決速度を上げることができる。また、緩和モデルを解くことによっ
て得られた解を、厳密モデルを解くときの初期解として使えば計算速度を上げることがで



きそうである。 
(3) メトリック最大三角形パッキング問題：まず、入力グラフＧから最大重みサイクルカバー

Ｃを求める。Ｃの重みが最大三角形パッキングの重みの上界となるので、Ｃの重みをあま
り失わずにＣをＧの三角形パッキングに変換すればよい。実際には、Ｃを３つの三角形パ
ッキング T1, T2, T3 に変換する。T1, T2, T3 を直感的に理解するには、ある特定の最適解 B
を考える。B に属する三角形を balanced と unbalanced の 2 種類に分ける。ここで、B
のある三角形 t が balanced であるとは、t の辺の最小重みが最大重みの（ある予め定めて
おいた）定数倍以上であるときをいう。T1 は B 内に unbalanced 三角形の合計重みの割
合が大きいときにいい性能を発揮する。T2 は B 内の三角形のうちＣの同じサイクルに現
れる頂点間の辺を使わないものの合計重みが B の重みと比較してあまり小さくならない
ときにいい性能を発揮する。T3 は T1 と T2 の性能がわるいときにいい性能を発揮するよ
うに設計される。その分、T3 の設計が複雑になり、randomness を必要とする。T1 と T3

の計算には最大マッチング問題のアルゴリズムを活用し、T2 の計算には動的計画法を活
用する。 

(4) 有向グラフの k-パス分割問題：まず、k が 7 以上である場合を考える。この場合、入力グ
ラフＧから最大パスサイクルカバーＣを求めてから、Ｃを k-パス分割に変換する。Ｃを k-
パス分割に変換する際、Ｃの短い連結成分から辺を一部削除すると損失の割合が大きいが、
Ｃの長い連結成分から辺を一部削除しても損失の割合が小さい。よって、Ｃの短い連結成
分を外部につなぐための最大パスサイクルカバーC’を求めて、C’の辺を活用してＣの短い
連結成分をより長いパスに繋いでいく。ならし解析を用いて、結果のアルゴリズムの近似
率を解析する。 
 次に、k が小さい場合を考える。この場合、辺を 1 本も持たない n 本のパスからなるパ
ス分割を初期解とし、増大ウォーク（最大マッチングのアルゴリズムで活用された増大パ
スに類似したもの）を使用してより多くの辺を持ったパス分割に増大していく。増大ウォ
ークの計算には深さ優先探索を拡張して利用する。増大終了後のパス分割にある頂点数 2
以下の連結成分の個数が最適なパス分割にある頂点数 2 以下の連結成分より多くはない
ことを示せばよい。 

(5) グラフの k-連結平衡分割問題：まず、入力グラフの各頂点の重みが 1 である場合を考え、
分割後の連結成分の最大サイズを最小化することを目的とする。この場合、入力グラフＧ
の任意の解(V1,V2,V3)から出発して、よりよい解に改善していく。便宜上、V1, V2, V3 のサ
イズが小さい順になっていると仮定する。解(V1,V2,V3)を改善するには、Merge と Pull と
呼ばれる 2 つの操作を定義して適用する。Merge 操作は V3 が G の頂点を半分以上含めて
いてかつ V1 と V2 の間を結ぶ辺が G に存在するときに行うものである。Merge 操作によ
って、V1 と V2 が 1 つの集合にまとめられ、代わりに V3 が 2 つの適当な集合に分割され
る。Pull 操作は V3 が G の頂点を半分以上含めていてかつ V3 のある部分集合 U を V1 ま
たは V2 に移動しても解になるときに行うものである。Pull 操作によって、V3 から U の
頂点が V1 または V2 に移動される。Merge と Pull 操作を適用できなくなるまで、解(V1, 
V2, V3)にその 2 操作を適用していく。これで k=3 の場合の近似解が得られる。その解か
ら出発して、さらに分割を繰り返していけば k>3 の場合の近似解を得ることができる。
特に、k=4 の場合、さらに数種類の操作を定義して、任意の解(V1,V2,V3,V4)に繰り返して
適用していけば、割といい性能の解を最終的に得ることができる。 
 次に、Min-Max-3-BGP を考える。入力グラフ G が 2 連結である場合、2 連結ではない
がちょうど 2 つの 2 連結成分を持つ場合、2 連結ではなく 3 つ以上の 2 連結成分を持つ場
合に分けてそれぞれアルゴリズムを設計する。１番目の場合が 2 番目と 3 番目の基本とな
るので、ここで 1 番目の場合についてのみ述べる。この場合のアルゴリズムは G の最大
重みの頂点 v1 を見つけて v1 の重みが G の重みの 2/5 以上かをチェックする。もし 2/5 以
上であれば、G が 2 連結なので(V1,V2,{v1})の形を持ったよい近似解を簡単に求めることが
できる。さもなければ、２分割({v1},V{v1})から出発してそれを次の操作 Pull2 で改善し
ていく。G の頂点の中で２番目に大きい重みを持つものを v2 とする。現在の２分割(V1,V2)
に Pull2 操作を適用するには、V2の重みが G の重みの半分以上でかつ V2 のある頂点 u を
V1 に移動しても正しい２分割のままで V1 の重みと u の重みの２倍の和が元の V2 の重み
未満でなければならない。Pull2 操作によって、u は V2 から V1 に移動される。Pull2 操
作が適用できなくなるまで、正しい２分割(V1,V2)に Pull2 操作を繰り返して適用してい
く。最終回の繰り返しで得た２分割(V1,V2)から 3 分割({u},V1,V2{u})を得て近似解とする。 

(6) テスト付きスケジューリング問題：まず、オフライン時の最適解の下界を見出す。自明な
下界(min{u1, t1+p1} + …+ min{u1, t1+p1})以外に、もう 1 つの下界を証明する。その後、4
つのアルゴリズムを設計する。これらのアルゴリズムでは、３つの定数パラメータα,β,
γを予め定めておき、ujが tj のα倍以下のときにジョブ j をテストしないが、その他の時
にテストする。アルゴリズムの実行中、３つのリスト T, U, E をいつも保持する。アルゴ
リズムの開始時、T はテストするジョブのリスト、U はテストしないジョブのリスト、E
は空のリストである。T に属するジョブはいつもそのテスト時間の短い順に、U に属する
ジョブはいつもその処理時間の上限の短い順にソートされているように保つ。T から先頭
のジョブを取り出してテストした後、そのジョブをすぐに処理せず E に追加する。E に追



加されたジョブ Jj はその厳密な処理時間 pj の小さい順にソートされているように保つ。
アルゴリズムは毎回の繰り返しで、T, U, E の先頭ジョブ Jb, Js, Je を見て、それぞれβtb, 
us, γ(te +pe)を計算して、最も小さい値を達成するほうをそのリストから取り除いて、そ
の時点で負荷が最も小さいマシンに割り当てて処理する。 

(7)  確率アルゴリズムの場合、確率分布関数 f をうまく選んで、各ジョブ Jj について確率
f(uj/ tj)でテストするようにする。 

 
４．研究成果 
 １で述べた各問題について、次のような結果を得ることができた。 
(1) 生物系統樹の rSPR 距離問題：まず、新しく開発した rSPR 距離問題の近似アルゴリズム

は従来のものよりよい近似解を出力することを確認できた。特に、モンテカルロ木探索が
近似解の改善に有効であることを明らかにした。また、新しく開発した交差数問題の近似
アルゴリズムは従来のものよりよい近似解を出力するだけでなく、多くの場合最適解を出
力することも確認できた。さらに、新しく開発した交差数問題の厳密なアルゴリズムは実
験で用いたデータセットに対して、従来のものより 82 倍以上の速さを達成することを確
認できた。 

(2) 中心生物系統樹問題：Chauve らによる AST-LR のアルゴリズムに不備があることを指摘
した後、その代わりとなる新しい固定パラメータアルゴリズムを提案できた。新しいアル
ゴリズムの計算時間は O((4q2)qm2n2)である。ここで、m は入力木の本数で、n は各木の
葉の個数で、q はパラメータである。また、AST-LR と AST-LR-d の整数線形計画モデル
を設計して、最適化ソフト Gurobi で実装した。その実装で緩和モデルと warm-start を
活用して計算速度の向上を目指した。結果のプログラムの性能を比較するために、AST-
LR より簡単な問題の固定パラメータアルゴリズムを設計して実装した。２つのプログラ
ムの性能を実際のデータセットで比較した結果、整数線形計画モデルをうまく利用したほ
うがはるかに高速であることを確認できた。 

(3) メトリック最大三角形パッキング問題：期待近似率 0.66768 εを達成する randomized
近似アルゴリズムを設計した。ここで、εは任意の正の実数である。また、そのアルゴリ
ズムは n 個の頂点を持った入力グラフに対して、O(n3)時間内に終了する。そのアルゴリ
ズムの脱ランダム化はまだ実現されていないが、微変更すれば pairwise 独立性に制限で
きそうなので、伝統的な方法で脱ランダム化できると思われる。 

(4) 有向グラフの k-パス分割問題：まず、k が３以上の場合、近似率 0.5k を達成する近似ア
ルゴリズムを設計できた。そのアルゴリズムの計算時間は O(nm)である。ここで、n と m
はそれぞれ入力グラフの頂点数と辺の本数である。また、k=3 の場合、近似率 13/9 を達
成する近似アルゴリズムを設計できた。そのアルゴリズムの計算時間は O(n2m)である。
さらに、k が７以上の場合、近似率(k+2)/3 を達成近似アルゴリズムを設計できた。そのア
ルゴリズムの計算時間は O(nm log n)である。 

(5) グラフの k-連結平衡分割問題：まず、入力グラフの各頂点の重みが 1 である場合に絞っ
て研究を行った。結果として近似率 k/2 を達成する近似アルゴリズムを設計できた。その
アルゴリズムの計算時間は O(nm)である。ここで、n と m はそれぞれ入力グラフの頂点
数と辺の本数である。特に、k=4 という追加条件の下で、近似率 24/13 を達成する近似ア
ルゴリズムを設計できた。そのアルゴリズムの計算時間は O(n2m)である。 

次に、Min-Max-3-BGP と Max-Min-3-BGP に絞って研究を行った。Min-Max-3-BGP
については、近似率 1.5 を達成する近似アルゴリズムを設計できた。そのアルゴリズムの
計算時間は O(n2m)である。また、Max-Min-3-BGP については、近似率 5/3 を達成する
近似アルゴリズムを設計できた。そのアルゴリズムの計算時間は O(n3m)である。これら
の結果は Max-Min-k-BGP と Min-Max-k-BGP について得られた初の非自明なものであ
る。 

(6) テスト付きスケジューリング問題：４つのアルゴリズムを設計できた。１つ目は、競合比
2φを達成するアルゴリズムである。２つ目は、各ジョブのテスト時間が 1 である場合を
解くものである。その競合比は m が 5 以上であれば(φ+0.5(φ+1)(11/m)であるが、m が
５未満であれば(φ+1)である。３つ目は、preemption を許す場合を解くものである。その
競合比は m が 3 以上であれば(3.51.5/m)であるが、m が 3 未満であれば 3 である。最後
のアルゴリズムは randomized アルゴリズムである。その期待競合比は m が 37 以上であ
れば(0.0382+2.7925(10.5/m))であるが、m が 37 未満であれば 2.7925 である 

 
以上の通り、どの問題についても以前の最良なアルゴリズムよりよいものを設計できた。 
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