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研究成果の概要（和文）：正標数の極小モデル理論に関して研究を行った。特に、非完全体上のデルペッツォ曲
面の有界性に関する結果を確立した。呼子氏によって近年導入された準F分裂性について、極小モデル理論の観
点から研究を行った。トーリック多様体に関する消滅定理を証明した。古典的に知られているベルティニの定理
について、適切な枠組みで定義環がエクセレント環の場合に一般化した。

研究成果の概要（英文）：I studied minimal model program in positive characteristic. In particular, I
 establish a boundedness result for del Pezzo surfaces over imperfect fields. Recently Yobuko has 
introduced quasi-F-splitting. I study quasi-F-splitting by the view point of minimal model program. 
I established a vanishing theorem for toric varieties. I generalise, under suitable setting, a 
classical Bertini theorem to the case when the base ring is excellent. 

研究分野：代数幾何

キーワード： 双有理幾何　極小モデル理論　正標数　ファノ多様体

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数幾何学は可換環論や複素多様体論などと密接に関連した分野であり、歴史的には整数論とも互いに刺激し合
いながら発展を遂げてきた。純粋数学の外でも、暗号理論や物理学などへの応用を持つ分野でもある。従って、
代数幾何学の基礎理論である極小モデル理論を確立する事は重要である。本研究では、正標数における極小モデ
ル理論に関する結果を確立した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
本研究は代数多様体の分類理論に関するものである。代数曲線（＝１次元）の分類は荒
い意味でリーマンによってなされ、代数曲面（＝２次元）の分類は 1900年代初頭にイ
タリアにおける代数幾何の研究グループによって、代数曲面の分類が完成された。その
後、３次元以上の代数多様体の分類理論については停滞していたが、森による錐定理が
突破口となり、1980 年代に極小モデル理論が爆発的に進展した。これは曲面の分類理
論の高次元版とみなすことができる。その後、現在に至るまで標数ゼロの世界における
高次元の極小モデル理論は進展し続けている一方で、正標数の世界では小平消滅定理が
不成立であることにより長らく進展はなかったが、2010 年代に正標数の極小モデル理
論が大きく進展した。本質的には、小平消滅定理によって得られる帰結を F分裂性によ
って代替する所が鍵となる。 
 
２．研究の目的 
本研究は正標数の極小モデル理論を更に発展させることが目的であった。より具体的に
は、主にヴィット環やファノ多様体に注目して、肯定的な方向と否定的な方向の両面か
ら研究を進める事が目標であった。前者のヴィット環については、上述の小平消滅定理
を代替物にできないか？という事が元々の着想であった。標数ゼロの場合の適切なコホ
モロジー（ゼロになって欲しいもの）をヴィット環を用いた類似物を考えることでより
ゼロになりやすいコホモロジーが得られる。正標数の極小モデル理論でも、実際に３次
元の場合にこのような現象が観察されていた。本研究の目的の１つは、この現象を更に
追及して、最終的には正標数でも、標数ゼロの世界と同じような理論が作ることであっ
た。この研究のもう１つの目的は正標数のファノ多様体を研究することであった。ファ
ノ多様体は、様々な視点から研究され続けている重要な代数多様体の一群である。１９
００年代前半にファノ自身によって研究が創始され、現在では標数ゼロのファノ多様体
は、極小モデル理論のみならず、ミラー対称性や K-安定性というトピックにおいて非
常の活発に研究されている。極小モデル理論においては特異点を研究することが重要で
あるが、局所大域原理と呼ばれる原理によって、極小モデル理論において重要な特異点
の大域的な対応物として、ファノ多様体が現れる。そこで、正標数においてもファノ多
様体を研究することは非常に重要である。実際、正標数特有のファノ多様体が見つかっ
たことによって、極小モデル理論的に新しい現象がいくつも発見されてきた。この研究
のもう１つの目的として、正標数における新たなファノ多様体を発見することや正標数
のファノ多様体に対する一般的な結果を確立することを目的としていた。 
 
３．研究の方法 
新型コロナウイルスが蔓延する前までは、パソコン等で既存の結果について調査しつつ、
一人で問題を考えたり、時には専門家と議論をしたりしながら研究を進めていた。2020
年以降は主に Zoom およびメール等によって代替された。対面による議論よりは非効率
的だったが、一方で、タブレット端末を含め、新たな電子機器を導入したりして、研究
環境を整備し、研究を効率化した。本研究の最終年度には、コロナ前の研究に戻りつつ
はあったが、完全には戻らなかった。 
 
４．研究成果 
元々、標数７以上の３次元の klt 特異点がヴィット有理的であるという定理を証明して
いたが、この結果を更に推し進めて、３次元のネーデル型の消滅定理をヴィット環を用
いて確立した（中村氏との共同研究）。この帰結として、Kollar-Shokurov 連結性定理を
標数が７以上で３次元の場合に完全な形まで一般化することに成功した。証明では、有
限体の場合に帰着してから有理点の個数を数えることによって消滅定理を確立すると
いう新しい手法を用いた。また、F分裂性をヴィット環を用いて一般化した準 F分裂性
についての研究を始めた。準 F分裂性は最近、呼子氏によって導入された新しい概念で
あり、未知の部分が多いものであったが、極小モデル理論との関係性（klt 特異点・フ
ァノ多様体）について、とりわけ３次元までの場合について詳細に研究を行った。2023
年 4 月現在も本研究は継続中であるが、既に得られたいくつかの結果については、arXiv
にプレプリントとして発表した(河上氏、高松氏、Witaszek 氏、呼子氏、吉川氏との共
著)。特に、１次元のログファノ曲線や２次元の klt 特異点は常に準 F 分裂であること
を証明することができた。また、正標数のファノ多様体に関しては、非完全体上の幾何
学的に整なデルペッツォ曲面についての有界性を証明した。３次元の del Pezzo 
fibration に対して、捩れ線束の捩れ指数の具体的な上界などを与えた。既に自明でな
い捩れ線束の存在は知られていたが、その捩れ指数がどれ程悪くなりうるかは未知であ
ったが、del Pezzo fibration の場合に結果を確立できた。その他にも、トーリック多



様体の消滅定理も確立した。より具体的には、射影トーリック多様体とそれ上の Q-因
子に対して、川又-Viehweg 消滅定理を確立した。因子がトーラス不変の場合には既知
であったが、その仮定を外すことに成功した。証明は、極小モデルプログラムを走らせ
るという一見奇妙な証明手法である。また、ベルティニの定理の一般化なども確立した。
そこでは、体の純超越拡大を一般の環に拡張した。 
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