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研究成果の概要（和文）：有限体上の場合を含む素数レベルの重さ1のモジュラー形式を高速に計算する方法を
確立し、その応用として、ただ1つの素数でのみ分岐するPGL(2,7)拡大の新しい例を発見した。 また、本研究よ
り以前に重さ1のモジュラー形式の効果的なアルゴリズムを考案していた G. J. Schaeffer と共同で、素数281
でのみ分岐、かつ分岐指数が8であるPGL(2,7)拡大を発見した。モジュラー形式の計算をすることなく、このよ
うな代数体を発見することは非常に困難なものと思われる。
さらに、ある仮定の下で、有限体上の重さ1のモジュラー形式に付随するGalois表現の射影像を判別する方法を
与えた。

研究成果の概要（英文）：We established a method of fast computation of weight one modular forms with
 prime level, including the case over finite fields, and applied it to find new examples of PGL(2,7)
 number fields ramified at a single prime. Also, together with G. J. Schaeffer, who had made up an 
effective algorithm for weight one modular forms, we found a PGL(2,7) number field ramified only at 
281 with ramification index 8. Without modular form computation, it would be so difficult to 
discover this number field. 
Furthermore, under some assumption, we gave a criterion to distinguish a type of projective image of
 Galois representation attached to weight one modular form over a finite field. 

研究分野：整数論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
モジュラー形式は数論の研究（整数の性質を調べること）に不可欠なものとなっている。整数の性質を調べるこ
とは概して難しいものである一方、モジュラー形式の計算は多項式の計算と同じようにしてできる。本研究で
は、モジュラー形式を明示的に計算することで、これまで知られていなかった特徴ある整数論的対象を発見する
ことができた。モジュラー形式の計算無しにそのような対象を発見することは困難であったと思われる。具体的
な整数論的対象を発見するためにモジュラー形式の計算を応用した１つの事例を与えたことが本研究の学術的意
義である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 モジュラー形式の理論は，Galois 表現との結びつきによって数論の中で重要な地位を占めて
いる．Hecke固有形式の𝑞展開はGalois表現とほぼ同等のものであり，モジュラー形式の𝑞展開
の具体的な計算方法を考案することの意義は大きい．重さが 2 以上の場合には，モジュラー記
号を使ったアルゴリズムが知られているが，重さが 1 の場合には効果的な計算方法が知られて
いなかった．また，有限体上の重さ 1 のモジュラー形式のなかには，複素数体上の正則な重さ
1 のモジュラー形式に持ち上がらないものが存在することが知られている．このような重さ 1
のモジュラー形式を nonliftable form と呼ぶ．Buzzard は[1]において，複素数体上と有限体上
の両方で適用可能な重さ 1 のモジュラー形式の計算方法の基礎を構築した．その後，Schaeffer
により Buzzard の方法が精密化され（[3]），MAGMA などの数式処理ソフトに実装された（た
だし，複素数体上のみ）．しかし，Buzzard と Schaeffer の方法は重さ 2 の空間の基底をモジュ
ラー記号で計算する過程が含まれるため，レベルが大きくなると計算効率が悪くなる．また，
有限体上の場合，nonliftable form が存在するようなレベルと標数の組合せを知るには，実際
に Buzzard や Schaeffer の方法でレベル𝑁と標数𝑝を固定し，都度計算するしか方法がないとい
う難点もある． 
 レベル𝑁の nonliftable mod 𝑝 form（ここに，𝑁と𝑝は互いに素）は，𝑁の外不分岐な Galois
表現と関連づけられることが知られている．したがって，nonliftable mod 𝑝 form の存在から
レベル𝑁の外不分岐なPGL!(𝔽)またはPSL!(𝔽)拡大（𝔽は標数𝑝の有限体）の存在を予測するこ
とができる．nonliftable form を計算することにより，このような非可解な群を Galois 群にも
つ体の存在性や，そのような体における素数の分解の様子を調べることができると期待され
る． 
 
２．研究の目的 
 
 先に述べた計算の困難性や nonliftable form の存在は，重さ 1 の場合に特有の現象である．
これらは，特定の Galois 群と分岐素数をもつ代数体の存在性という数論の問題に結びついてい
る．本研究では，重さ 1 のモジュラー形式の明示的な計算方法を開発・整備し，PGL!(𝔽)や
PSL!(𝔽)を Galois 群にもつ体の構成，およびそのような体の数論を調べることに応用すること
を目的としている． 
 
３．研究の方法 
 
 研究開始時点で，レベル𝑁が法4で3に合同な素数であるとき，エータ積を利用した重さ1の
モジュラー形式の計算方法を考案していたため，まず，レベルの𝑁がそのような素数である場
合を詳しく調べることにする．この計算において鍵になるのは次の可換図式である； 
 
 
 
 
 
 
 
 
ここに，𝑝は奇素数，𝑘と𝑑は𝑁の法 12 の値によって決まる正の整数，𝜒は 2 次体ℚ(√−𝑁)の
Kronecker 指標である．𝜑はレベル𝑁，重さ𝑘のエータ積であり，その𝑞展開が𝑞" +⋯の形のも
のである．𝑆∗$は，カスプ形式の空間における Atkin-Lehner 対合の固有関数のなす部分空間を
表す．また，Φ%（𝑖 = 1,2）はΦ%(∑%&'( 𝑎)𝑞)) = (𝑎', … , 𝑎")で定義され，𝑞展開の𝑑番目の係数ま
でを取り出す写像である．レベル𝑁が素数であることと，エータ積が複素上半平面上に零点を
持たないことから，上段が完全系列であることがわかる．𝑆*+'$ (𝑁, 𝜒, ℤ[1/𝑁])の基底の𝑞展開は
計算可能であるため，それを用いてΦ'の核の基底を計算することで𝑆'$(𝑁, 𝜒, ℤ[1/𝑁])の基底を
求めることができる．下段については，エータ積の mod 𝑝還元の零点の解釈をどうしたらよい
かわかっていないため，その完全性はまだわかっていない．しかし，Φ!の核の次元と
𝑆'$(𝑁, 𝜒, ℤ[1/𝑁]) ⊗ ℂの次元の差を𝛼,とするとき，𝛼, = 0ならば nonliftable mod 𝑝 formは存
在しないことがわかる．逆に，𝛼, > 0のときは nonliftable mod 𝑝 formの存在が期待され，実
際に𝑞展開を計算することによって nonliftable mod 𝑝 form の存在を示すことができる．ま
た，この方法で𝛼,の値を求めるときには繰り返し処理をしないため（行列の階数の計算のみで
よい），レベルが大きくなっても比較的短時間で計算が可能である．この計算方法でレベル𝑁



 

 

（素数），標数𝑝を動かして多くの例を計算し，どのようなときに𝛼, > 0となるかについて見通
しを立てる．さらに，具体的に計算された nonliftable mod 𝑝 Hecke 固有形式に対して，付随
する Galois表現の像を調べ，その核の固定体に関する数論を調べる． 
 
 
４．研究成果 
 
 上で述べた方法により多くのレベル𝑁（法4で3に合同な素数），標数𝑝（奇素数．以下同様）
について𝛼,の値を計算した．その結果，次の成果を得た． 
 
(1)  1 つの素数でのみ分岐するPGL!(𝔽-)拡大の新たな例の発見 
 𝑝 = 7として𝛼- > 0となる𝑁を見つけることで，１つの素数𝑁でのみ分岐するPGL!(𝔽-)拡大の
新たな例を発見した．これは，𝛼- > 0という計算結果をもとに nonliftable mod 7 formの存在
を予測し，実際に𝑞展開を計算し Hecke固有形式を求め，さらにその Fourier係数を調べること
で，対応する Galois 表現の射影化の像がPGL!(𝔽-)かPSL!(𝔽-)のどちらであるかを判別するこ
とによってなされた．モジュラー形式を計算してわかるのは，そのような体の「存在」のみで
あり，具体的な定義多項式を求めるには別途計算が必要になる．前節で述べた nonliftable 
formの計算の信頼性を得ることも意図して，存在するはずのPGL!(𝔽-)拡大の定義多項式の探索
を行ったところ，意図していた多項式を実際に発見することができた．この作業には少し工夫
が必要であった．群PGL!(𝔽-)は次数 8であるため，定義多項式を見つけるには 8次多項式を探
索する必要がある．これは一般に計算時間が大きくなるようである．nonliftable formの計算
により最初に存在が予見されたのは𝑁 = 4831,5407,6263であったが，多項式の係数を網羅的
に走らせたのでは，時間がかかりすぎて現実的ではないように思われた．そこで，
nonliftable formの計算から分岐素数𝑁と分岐指数（= 2）がわかっているため，多項式の mod 
𝑁での分解の形を指定して探索することで，比較的短時間でターゲットの多項式を発見するこ
とに成功した． 
 また，PGL!(𝔽-)拡大を生成する多項式を調べる中で，Malle が構成したパラメータ付き
PGL!(𝔽-)多項式の存在を知った（[2]）．この多項式のパラメータを有理整数に特殊化して得ら
れるPGL!(𝔽-)拡大は 7が分岐する．しかし，研究代表者は Malleの多項式に適当な変数変換を
施し，有理整数に特殊化しても 7 で不分岐であるような体をたくさん構成できるように改良し
た．改良された多項式は，1 つの素数でのみ分岐するPGL!(𝔽-)拡大を高速にたくさん生成する
ことができ，これによっても新たなPGL!(𝔽-)拡大の例を見つけることができた．しかし，
nonliftbale form の計算により発見した，それぞれ4831,5407,6263でのみ分岐するPGL!(𝔽-)
拡大は，Malleの多項式の改良版をもってしても生成できないように推察された（未証明）． 
 本研究での方法は計算速度が速いかわりに，レベルの素数𝑁に「法 4 で 3 に合同」という制
限が付いていることが欠点であった．そこで，G. J. Schaeffer 氏に連絡をとり，レベルが法 4
で 1に合同な素数の場合の，nonliftable mod 7 formの計算を依頼した．その結果，レベルが
281（281 は素数）で位数 8の指標をもつ nonliftable mod 7 formが存在することがわかった．
Fourier 係数の様子から，この nonliftable mod 7 formはPGL!(𝔽-)拡大に対応することが予測
された．実際に多項式を探索した結果，281 でのみ分岐，かつ分岐指数 8 のPGL!(𝔽-)多項式を
発見することができた．これは判別式が非常に大きいため（判別式は281-），モジュラー形式
の計算無しに発見することは難しいものと思われる． 
 以上の成果は論文にまとめ，現在国際雑誌に投稿し査読を受けているところである． 
 
(2) 1 つの素数でのみ分岐するPSL!(𝔽-)拡大の新たな例の発見 
 (1)で述べたように，G. J. Schaeffer氏にレベルが法4で 1に合同な素数の nonliftable mod 
7 form の計算を依頼したが，その計算で得られた nonliftable mod 7 form のいくつかは，
PSL!(𝔽-)拡大に対応するものであった．それらは，レベルの素数のみで分岐し，かつ分岐指数
が 4 のものであった．LMFDB などの代数体のデータベースを確認したところ，そのような体の
例は非常に少なく，今回発見したものはまだ知られていないもののようであった．これらの
PSL!(𝔽-)拡大についても，(1)の成果と併せて論文にまとめている． 
 
(3) レベル𝑁の nonliftable mod 𝑝 formに付随する Galois表現の像に関する知見 
 さまざまなレベル𝑁（𝑁は法 4 で 3 に合同な素数）と標数𝑝で nonliftbale Hecke固有形式を
計算することで，それらに付随する Galois 表現の像について一定の知見を得た．すなわち，
dim𝑆'$(𝑁, 𝜒, 𝔽,) = 1のときに（𝜒は 2 次体ℚ(√−𝑁)の Kronecker 指標），Hecke 固有形式の
Fourier 係数が𝔽,上または𝔽,!上のどちらで定義されるかによって，付随する Galois 表現の射
影化の像がPGL!(𝔽,)かPSL!(𝔽,)のどちらになるかを判別することができた．一方，
dim𝑆'$(𝑁, 𝜒, 𝔽,) > 1の場合については，Hecke 固有形式をいくつか計算しているものの，
Galois表現の像に関する規則性を予見するには至っていない． 
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