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研究成果の概要（和文）：非可換代数幾何学において，当初Artin-Schelterは3次元AS正則環の分類を試み, 
regular potentialの部分的なリストを与えた。また，Mori-Smithは3次元コシュールAS正則環Aとregular 
twisted superpotential の間に一対一対応が存在することを示した。本研究では，松野仁樹氏との共同研究に
よって，楕円曲線を除く場合の任意の3次元コシュールAS正則環に対して，regular twisted superpotentialお
よび，Calabi-Yau superpotentialのリストを与えることができた。

研究成果の概要（英文）：In Noncommutative Algebraic Geometry, at first, 
Artin-Schelter tried to classify all 3-dimensional AS-regular algebras and gave a partial list of 
regular potential. Also, Mori-Smith proved that there is one-to-one correspondence between a 
3-dimensional AS-regular algebra and regular twisted superpotential. In this research joint work 
with Masaki Matsuno, we gave the lists of regular twisted superpotential and Calabi-Yau 
superpotential for any 3-dimensional Koszul AS-regular algebra except for elliptic curves. 

研究分野： 環論

キーワード： コシュール　AS正則環　Calabi-Yau 多元環　射影空間　フロべニウス多元環　次数付き森田同値
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究結果の応用として，任意の3次元コシュールAS正則環に対して, ある3次元コシュール Calabi-Yau AS 正
則環が存在し，これらは次数付き森田同値であることを示した。これは全ての射影平面は座標環として
Calabi-Yau AS 正則環を持つことを示唆する。この結果はコシュール双対を介することで多元環の表現論の考察
対称となるが，任意の根基の4乗が0となるフロべニウス多元環に対して，ある対称なコシュール多元環が存在
し，これらは次数付き森田同値であることを得た。これは次数がついていない多元環では起こらないため，次数
付き多元環と次数付きでない多元環との差を示す更なる結果を与えたと言えよう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題では，非可換代数幾何学における重要な考察対象である 3次元 quadratic AS 正則環
と，多元環の表現論における重要な考察対象であるそのコシュール双対であるコシュールなフ
ロベニウス多元環を研究対象とする。一つ目の目的は，「任意の 3 次元 quadratic AS 正則環
はある Calabi-Yau AS 正則環と次数付き森田同値である」(予想 I) を解決することである。二
つ目の目的は，非可換代数幾何学と多元環の表現論における毛利氏の予想を解決することであ
る。「有限次元多元環を cogeometric かつ自己移入的コシュール多元環とする。このとき，多元
環が有限条件 (Fg) を満たすことの必要十分条件は，Eの自己同型σの位数が有限であることで
ある」(予想 II)。本研究では，geometric かつ 4 次元 quadratic AS 正則環のコシュール双対
である，radical の 5 乗が 0 になるような cogeometric かつ自己移入的コシュールである有
限次元多元環に関して予想 II の解決を目指す。 
 
２．研究の目的 
AS 正則環とは，Artin-Schlter [AS]が提唱した多項式環の非可換類似のことである。実際，可
換な AS 正則環は多項式環と同型になる。しかし，非可換の高次元 AS 正則環は数多くあり，こ
の分類は盛んに行われている。一般にコシュール AS 正則環は, コシュール双対を取ることによ
り, 有限次元多元環の表現論の重要な考察対象である, コシュールなフロベニウス多元環と対
応することが Smith [S] によって 示された。この Smith の定理により，非可換代数幾何学と
多元環の表現論は密接に関わっていることが分かる。また，任意の 3 次元 AS 正則環は 
quadratic か cubic のどちらかになることが知られている ([ATV1])。本研究課題では，3次元 
quadratic AS 正則環とそのコシュール双対であるコシュールなフロベニウス多元環を考察対象
とし，非可換代数幾何学的側面 (I) および多元環の表現論的側面 (II) の両方の研究を行う。 
 
(1) 本研究の一つ目の目的は，予想「任意の 3 次元 quadratic AS 正則環はある Calabi-Yau 
AS 正則環と次数付き森田同値である」(以下, 予想 Iとよぶ) を解決することである。Calabi-
Yau 代数は表現論や非可換代数幾何学などで調べられている非常に重要な研究対象であり，特
に superpotential を用いる Calabi-Yau 代数の研究は近年盛んに研究されている。任意の 3 
次元 quadratic AS 正則環は geometric という射影平面の閉部分スキーム E とその自己同型
からなる幾何的な組との 1対 1対応がある代数であり，Eの候補としては，射影平面自身または
射影平面内の 3次曲線のどちらかであることが知られている ([ATV1])。 
 
(2) 本研究の二つ目の目的は，毛利氏が提示した予想を解決することである。この予想は有限次
元自己移入的コシュールかつ cogeometric 多元環と，多元環のサポート多様体の理論に関する 
Erdmann らが定義した有限条件 (Fg) との関係を述べたものである。Artin-Tate-Van den Bergh 
は，非可換 代数幾何学で重要な役割を果たす point 加群と呼ばれる加群を導入したが， 毛利
氏は point 加群のコシュール双対概念に相当する加群を定義し，これを co-point 加群と名付
けた。co-point 加群は射影空間の部分集合 E でパラメタライズされる。E とその間の写像 σ
の組 (E,σ) を cogeometric pair とよび，E が射影多様体でσ が E の自己同型になるとき， 
E とσから決まる次数付き多元環 A’(E,σ) を cogeometric とよぶ。毛利氏の予想とは次のも
のである。「有限次元多元環を cogeometric かつ自己移入的コシュール多元環とする。このと
き， 多元環が有限条件 (Fg) を満たすことの必要十分条件は，E の自己同型σの位数が有限で
あることである」(以下，予想 II とよぶ)。ここで，有限次元多元環の場合，自己移入的である
ことと フロべニウスであることは同値であることを注意しておく。 
 
３．研究の方法 
(1) 3次元 quadratic AS 正則環Aの関係式をsuperpotential w のτによるtwist wτで表し，
つま superpotential w を見つけ方を確立し，予想 I 自体の解決をする。予想 I の解決のため
に，次の予想 (I-1) を中継する。予想 (I-1)「 A を 3 次元 quadratic AS 正則環とする。 有
限次元 k-ベクトル空間 V の自己同型 τ と superpotential w∈V⊗3 が存在し，A と 
superpotential の twist wτ の derivation-quotient algebra D(wτ) が次数付き多元環と
して同型になる。」予想 (I-1) の解決には，3 次元 quadratic AS 正則環 A の関係式を 
superpotential w のτによる twist wτで表せばよい。Calabi-Yau 多元環は superpotential 
w の derivation-quotient 多元環 D(w)で表せられることが知られている。見つけた 
superpotential w とτに対して，τがさらに D(w) の自己同型であれば，毛利-Smith [MS] の
結果より，A(=D(wt))とある Calabi-Yau 多元環 C(= D(w))が次数付き森田同値となり，予想 I 
の主張が成立する。 
 
(2) 予想 II の解決の足がかりとして，4次元 AS 正則環でかつコシュールで geometric である
ような多元環のコシュール双対に関して，予想 II の主張が成り立つかどうかを調べる。 そも



そも 4次元以上の quadratic AS 正則環は世界的にもまだ研究があまり進んでいない。 [I] で
は, radical の 4乗が 0 になるような cogeometric かつ自己移入的コシュール多元環に関し
て予想 II の主張を証明している。その際に重要な鍵となったのは，次の[ATV2]における定理で
ある: 3 次元 AS 正則環 R に対応する幾何的な組(E,σ)(ただし, σは Eの自己同型) に対し
て，σの位数が有限であること の必要十分条件は R が R の中心 Z(R)上有限生成であること
である。本研究課題である，geometric かつ 4 次元 quadratic AS 正則環のコシュール双対で
ある，radical の 5乗が 0 になるような cogeometric かつ自己移入的コシュールである有限次
元多元環に関して予想 IIの主張が成り立つことを証明するには，上の定理の主張を geometric 
かつコシュールであるような 4 次元 AS 正則環に拡張した結果が必要になる。これは現在まで
特に反例も見つかっておらず，非可換代数幾何学においての未解決問題の一つである。また 4次
元の quadratic AS 正則環は一般に geometric でないことが知られている。例えば，4次元 AS 
正則環でかつコシュールで geometric であるような多元環 A=A(E,σ)の E の候補としては，
射影空間や射影空間内の楕円曲線などを調べる。しかし。これに対応する多元環 A の関係式や
A-加群の次数付き圏の構造がどうなっているかなどは分かっておらず，まずはここから調べる
ことにする。 
 
４．研究成果 
(1) 本研究では，松野仁樹氏との共同研究[IMa]によって，楕円曲線を除く場合の任意の 3次元
コシュール AS 正則環に対して，regular twisted superpotential および，Calabi-Yau 
superpotential のリストを与えることができた。本研究結果の応用として，任意の 3 次元コシ
ュール AS正則環に対して, ある 3次元コシュール Calabi-Yau AS 正則環が存在し，これらは
次数付き森田同値であることを示すことに成功した。この結果は，全ての射影平面は座標環とし
て Calabi-Yau AS 正則環を持つことを示唆する。また，この結果はコシュール双対を介するこ
とで多元環の表現論の考察対称となるが，任意の根基の 4 乗が 0 となるフロべニウス多元環に
対して，ある対称なコシュール多元環が存在し，これらは次数付き森田同値であることを得た。
これは次数がついていない多元環では起こらないため，次数付き多元環と次数がついていない
多元環との差を示す更なる結果を与えたとも言えよう。 
今後，この研究で得られたリストを用い，これらの環拡大を行うことで得られる 4次元コシュー
ル AS 正則環の性質を調べる研究につなげていく所存である。なお，4次元以上のコシュール AS 
正則環に関しては現在でもまだ知られていないことや未解決の問題がとても多いため，今後の
研究がとても役立つことが予想される。 
 
(2) この研究に関してはこの分野の未解決問題を含むとても困難が伴い，上記の方法を取った
が残念ながら部分的にも何かしらの結果や解決の糸口を与えることができなかった。しかしそ
の原因の一つは，上述のように 4次元以上のコシュール AS 正則環に関して未知なことや未解決
の問題がとても多いことが起因としてあげられる。(I)の続きとして，4次元のコシュール AS 正
則環の研究を行うため，この研究を遂行していく上で(II)の問題も進めていけると考えている。
また，本研究課題とは別の毛利出氏との共同研究 [IMo] において，3次元コシュール AS正則環
に付随する非可換射影スキームの中心上有限生成であることと，3 次元コシュール AS 正則環に
関しての幾何的組(E,σ)のσのノルムというものが有限であることが同値であることを証明し
た。これは Artin-Tate-Van den Bergh[ATV2]の結果「3 次元 AS 正則環 A に対応する幾何的な
組(E,σ)(ただし, σは Eの自己同型) に対して，σの位数が有限であることの必要十分条件は
Aが， Aの中心上有限生成であることである」の圏論的類似を与えた結果となっている。(II)の
問題に対して，σの位数が有限であることとの同値性を考えていたが，σのノルムの概念へと拡
げることで，(II)の問題を圏論の問題として扱う方が見通しはよくなるのではないと予想して
いる。今後，この視点での研究も並行して行う予定である。 
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