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研究成果の概要（和文）：リーマンゼータ関数の零点の分布は素数の分布を描写することで、整数論分野の重要
な研究対象の一つである。課題の交付期間内に、リーマンゼータ関数の零点だけではなく、値の分布、導関数の
零点の分布、一般のゼータ関数とL関数の値の分布を考察した。また数論的問題との関係で、ゴールドバッハ問
題と小区間における素数の分布との関係も明らかにした。それだけではなく、ランダム行列論に関係する零点分
布の問題や、一般化されたオイラーのφ関数や離散的な半群の値の差の負冪の和との関係も明らかにした。

研究成果の概要（英文）：The Riemann zeta-function is an important function that solves number 
theoretical problems, starting from counting prime numbers. During the period of research, we 
considered not only the distribution of zeros of the Riemann zeta-function, but also distribution of
 values in various settings, distribution of zeros of its derivatives, and also distribution of 
values of general zeta and L-functions. In terms of its connection to number theoretical problems, 
we also considered its connection to Goldbach's problem and distribution of prime numbers in short 
intervals. Not limited to those results, we also studied a generalized Euler phi-function and a sum 
of negative degrees of the gaps values in numerical semigroups in connection to the Riemann 
zeta-function.

研究分野： 解析的整数論

キーワード： ゼータ関数　零点　値分布　L関数　素数定理　ゴールドバッハ表現　例外的零点　数論的関数

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
研究代表者らが得た研究成果は社会への直接的な応用が困難であるが、数論分野の発展に大きく貢献した。いく
つかの結果に対してのみ紹介する。ゼータ関数とL関数の各々値分布の結果によって、ゼータ関数とL関数の挙動
に関する理解が深まり、数論的問題への新たな応用に繋がる可能性もある。研究代表者らの研究でゴールドバッ
ハ表現の個数の平均と素数定理の誤差は密接に関係しているのが明らかになったため、よりたくさん知られてい
る素数の情報を用いてゴールドバッハ表現の個数の平均に対して挙動を調べることが可能になった。研究代表者
らは更に、これらの問題と重要なリーマンゼータ関数の零点の対相関の関係を明らかにした。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景
リーマンゼータ関数 ζ(s)は Re(s) > 1に対して無限級数 ∑∞

n=1 n
−s で定義される C上有理型関数であ

り、整数論の問題を調べるための重要な道具の一つである。特に、ζ(s)の零点 (ζ(ρ) = 0となる点 ρ)は素数
の分布と密接に関係し、興味深い研究対象となった。ζ(s)は {s ∈ C | Re(s) < 0} ∪ {s ∈ C | Re(s) > 1}に
おいて、負の偶数点 s = −2,−4,−6,−8, . . .においてのみ零点を持ち、これらの零点は ζ(s)の解析的な性質
により直ちに導けるため、「自明な零点」と通称される。一方、それら以外の零点は帯領域 0 < Re(s) < 1内
に存在し、直線Re(s) = 1/2及び実数軸 Im(s) = 0に対して対称的に存在すること以外に、正確な情報がほ
とんど知られていないため、「非自明な零点」という呼称が妥当であろう。実際、0 < Re(s) < 1内における
ζ(s)の挙動を把握することが困難であり、非自明な零点の分布を明かすことも非常に困難である。ζ(s)は
s = 1において位置の極を持つが、それ以外の特異点を持たないため、C \ {1}において正則な関数となる。
ζ(s)の直線Re(s) = 1及びRe(s) = 0における挙動が容易ではないが、素数定理（素数の個数を数える関数
の近似公式）との関係により零点を持たないことが導かれ、関数の普遍性においてもRe(s) = 1が境界とな
り、0 < Re(s) < 1における挙動と大きく異なることも知られている。そのため、閉帯領域 0 ≤ Re(s) ≤ 1
よりも開帯領域 0 < Re(s) < 1は主な研究対象となり、「臨界領域」と通称される。その真ん中にある直線
Re(s) = 1/2を「臨界線」と呼ぶ。特に、ζ(s)の非自明な零点が全て臨界線 Re(s) = 1/2にあると予想さ
れている。これは有名な「リーマン予想」の主張である。

ζ(s)の非自明な零点の分布は実に素数の分布を反映する。前の段落で記述した素数定理に対して、最善
の誤差項が実現できるのはリーマン予想が成り立つときに限る。これらのことを最初の動機として、研究
代表者はゼータ関数と L関数の解析的な性質及び数論的問題への応用に興味を持ち、次の研究課題に取り
組んだ：

I. リーマンゼータ関数 ζ(s)の k階導関数 ζ(k)(s)の零点の分布,

II. セルバーグクラスの L関数 L(s)の k階導関数 L(k)(s)の零点の分布,

III. ζ(s)の等差数列における値分布,

IV. ζ(s)と周期的な係数に付随するディリクレ級数の臨界領域内の値分布,

V. 拡張されたセルバーグクラスの L関数の臨界領域内の値分布,

VI. 拡張されたセルバーグクラスの L関数の s = 1付近でのローラン展開における係数,

VII. nと互いに素なm個の正整数の組みを数える Schemmel関数 φm(n)の平均,

VIII. Hardyと Littlewoodによる特異級数S(k)の平均,

IX. Hardy-Littlewoodのゴールドバッハ予想とディリクレ L関数 L(s, χ)の例外的零点の非存在,

X. 正整数を素数の和として書き表す方法（ゴールドバッハ表現）の個数の平均,

XI. ゴールドバッハ表現の個数の平均と素数定理の誤差項との関係,

XII. ζ(s)の零点の対相関に関する代替仮説と零点の重複性への応用,

XIII. ランダム行列に関係する L(s, χ)の実軸に近い零点の重み付き分布,

XIV. 離散的な半群の値の差の負冪の和とフルヴィッツゼータ関数 ζ(s, α)の関係式.

２．研究の目的
• 課題 I

A. Speiser (1935)はリーマンゼータ関数 ζ(s)の一階導関数 ζ ′(s)が Re(s) < 1/2で実数でない零点
を持たないこととリーマン予想は同値であることを示した。この結果は ζ(s)の零点の分布がその導関数
の零点の分布に関係していることを意味する。その後、ζ(s)の導関数の零点は R. Spira (1960–70年代),
B. C. Berndt (1970), N. Levinsonと H. L. Montgomery (1974), H. Akatsuka (2012)などにたくさん調
べられた。研究代表者も 2015年に出版された論文にてリーマン予想の仮定の下で、Akatsuka (2012)の
ζ ′(s)に関する結果を ζ(s)の全ての導関数に拡張し、Berndt (1970), LevinsonとMontgomery (1974)の
一部の結果を条件付きで改良した。Akatsukaが示した評価をさらに改良し、ζ(s)自身の場合と同じ誤差
の評価を実現したのは F. Ge (2017)であった。Ge (2017)の改良方法を ζ(s)の全ての導関数の零点個数
の評価に適用するのは課題 Iの目的である。

• 課題 II
ζ(s)以外に、q > 1を法とする主指標でない原始的指標 χに付随するディリクレ L関数 L(s, χ)に

対しても類似の研究は C. Y. Yıldırım (1996)に続き、研究代表者 (2017)及び Akatsukaと研究代表者
(2018)によって行われた。特に、Akatsukaと研究代表者 (2018)の論文で Speiser (1935)の結果に類似
した結果を得て、一般化されたリーマン予想の L′(s, χ)の零点の分布との同値条件を示した。課題 IIの
研究目的は、課題 Iと合わせてこれらの研究を「セルバーグクラス」の L関数の導関数に対して行うこ
とである。セルバーグクラスとは ζ(s)と L(s, χ)のような関数等式とオイラー積表示を持ち、係数がラ
マヌジャン予想を満たすディリクレ級数で定義される関数の集まりである。

• 課題 III
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C. R. Putnam (1954)は臨界線上の任意の等差数列 {1/2 + ihn}nに対して ζ(1/2 + ihn) ̸= 0となる
項 nが無限に存在することを示した。この結果は ζ(s)の零点の非周期性を意味する。課題 IIIではこの
結果を ζ(s)の零点の集合だけではなく、一般の値に対して拡張するのが目標である。

• 課題 IVと V
ζ(1/2 + it)と任意の直線 reiϕの交差点は、ζ(s)の関数等式 ζ(s) = ∆(s)ζ(1− s)を満たす C \ {1}上

正則関数 ∆(s)に対して、∆(1/2 + it) = e2iϕ を満たす点 1/2 + itである。J. Kalpokasと J. Steuding
(2011)は、ζ(1/2+ it) = 0となるところを除けば、t ∈ Rの関数として、Re(ζ(1/2+ it)) > 0になること
が多いことを詳しく観察した。課題 IVとVはこの結果を、点 1/2+ itだけではなく、任意の a ∈ C \{0}
に対して、∆(δa) = aとなる点 δa ∈ Cの分布において考察する。また、ζ(s)だけではなく、より一般の
L関数の関数族に対しても拡張したい。

• 課題 VI
ζ(s)とL(s, χ)の s = 1の周りでのローラン展開の正冪における係数の漸近公式、上限と符号はW. E.

Briggsと S. Chowla (1955), B. C. Berndt (1972), J. Knopfmacher (1978), Y. Matsuoka (1984–1989),
J. A. Adell (2011)や S. Saad Eddin (2013)などによって調べられた。この研究は特に、s = 1の近くに
例外的な零点を持つ可能性のある L関数に対して重要である。これらの研究はより一般に、拡張された
セルバーグクラスの L関数に対して行うのが課題 VIの研究目標である。拡張されたセルバーグクラス
の L関数はオイラー積表示を持たなくても良く、ディリクレ級数の係数もラマヌジャン予想を満たす必
要もないため、課題 IIで考察したセルバーグクラスより広い関数族である。

• 課題 VII
正整数 nと互いに素な n以下の正整数の数を数える関数 φ(n)は 1700年代にオイラーにより導入さ

れ、素数の分布を理解するのに非常に役立つため、たくさん調べられてきた。Schemmel (1869)はこの
関数をより一般化し、nの全ての素因数より小さいmに対して、nと互いに素な n以下のm個の正整
の組み を数える関数 φm(n)を考えた。この関数はまだ十分に知られていないが、魔法陣や二つのグラ
フの直積の部分グラフの考察に現れた。課題 VIIではこの関数 φm(n)の挙動をより詳しく調べたい。

• 課題 VIII
278年も渡り証明されていないゴールドバッハ予想は「4以上の偶数が二つの素数の和として書ける」

ことを主張する。G. H. Hardyと J. E. Littlewood (1922)は、十分大きな偶数が全て二つの奇素数の和
で書けると予想し、その和として表示する方法（ゴールドバッハ表現）の個数の漸近公式も予想した。そ
の漸近公式において、素数を渡る積として書けるHardyと Littlewoodの特異級数 (singular series) S(k)
と呼ばれる特殊な級数が現れる。S(k)の平均はD. A. Goldston (1990), J. B. Friedlander (1995), R. C.
Vaughan (2001)などにより調べられてきた。特に、小区間における素数の分布を調べるために用いられ
ている平均∑

k≤x (x− k)S(k)は注目されている。しかし従来、上からの評価しか得られず、課題 VIII

では下から評価を調べたいのと、下と上から評価が同じオーダーになる（精密な評価）条件も調べたい。
• 課題 IX

実指標（実数の値を取るディリクレ指標）χに付随する L(s, χ)は先ほど述べた例外的零点を持つ可
能性があり、その存在は課題 VIIIで述べたゴールドバッハ表現の個数の振る舞いに影響される。J. Fei
(2016)は課題VIIIで述べたHardyと Littlewood (1922)の予想（量的ゴールドバッハ予想）より弱い予
想の仮定の下で、素数 q ≡ 3 mod 4を法とする原始的実指標 χに付随するL(s, χ)に対して、例外的零点
の位置が s = 1よりどれくらい遠くなれるかの評価を示した。この結果はG. BhowmikとK. Halupczok
(2021)と独立に C. Jia (2021)により、少し違う形の弱い Hardyと Littlewoodのゴールドバッハ予想を
用いて、χ(−1) = −1を満たす原始的実指標 χに対して拡張された。これらの結果を全ての L(s, χ)に拡
張するのは課題 IXの研究目的である。

• 課題 Xと XI
正整数を素数の和として書き表す方法を「ゴールドバッハ表現」とし、課題VIIIの背景にあるゴールド

バッハ予想の主張は、ゴールドバッハ表現の個数が常に> 0であると言い換えられる。素数を数えるとき
と同様に、ゴールドバッハ表現の個数をそのまま数えるだけではなく、フォン・マンゴルト関数Λ(n)の重
みで、ゴールドバッハ表現の個数関数を ψ2(n) :=

∑
m1+m2=n Λ(m1)Λ(m2) とおく。

∑
n≤N ψ2(n)の漸

近公式における誤差はGoldston (1990), A. Fujii (1991), A. Languasco (2000–), A. Granville (2007–08),
G. Bhowmik (2010–)などにより研究され、リーマン予想の仮定の下で得られた漸近公式の誤差に対して、
現在知られている最善の上から評価はA. LanguascoとA. Zaccagnini (2011/2012)によるO(N(logN)3)
である。これは実際に最善 (best possible) にとても近く、G. Bhowmikと J.-C. Schlage-Puchta (2010)
は無条件に、∑

n≤N ψ2(n)の漸近公式における誤差がN log logN のオーダー以上になるようなN が無
限に存在することを示した。GoldstonとMontgomery (1987)が示したように、∑

n≤N ψ2(n)の漸近公
式における誤差は小区間における素数の分布と密接に関係する。課題 Xと XIでは、その関係をより詳
しく調べたい。

• 課題 XII
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素数の精密な分布を得るために、ζ(s)の非自明な零点の縦分布が重要な研究対象である。それを調べ
る道具の一つとして、Montgomery (1973)がリーマン予想の仮定の下で、ζ(s)の二つの非自明な零点から
なる組みの分布を調べるための関数 F (x, T )を定義した。F (x, T )は 0 < Re(s) < 1にある ζ(s)の全ての
零点に対しても定義できるが、零点の個数と密度を考慮し、零点が一直線上に並んでいない場合はF (x, T )
の解析が少し困難である。研究代表者らの直近の研究ではその場合を考察したが、従来の研究はほとん
どリーマン予想の仮定の下で行われた。Montgomeryの F (x, T )-関数が、A > 1に対して、T ≤ x ≤ TA

の区間において T
2π log T に漸近すると予想され、更に、それによりほぼ全ての ζ(s)の非自明な零点が

単純零点であり、ζ(s)の非自明な零点の “対相関”（ペアコリレーション）関数は 1−
(

sin(πu)
πu

)2

+ δ(u)

であることが導ける。この関数はランダムエルミート行列の対相関関数に一致することも広く知られて
いる。
前の段落で紹介したMontgomeryの予想と反対の状況を考察するのは、1990年代に提唱された「代

替仮説」である。この代替仮説はMontgomeryが証明した F (x, T )-関数の小区間における振る舞いに反
しないが、その区間の外側では未知なMontgomeryの F (x, T )-関数の挙動（Montgomeryの予想）と全
く異なる挙動を予想するものである。代替仮説を仮定した ζ(s)の零点の分布に関する研究は Conreyと
Iwaniec (2002)、Farmer, Gonekと Lee (2014)、S. A. C. Baluyot (2016)、LagariasとRodgers (2020)な
どにたくさん行われた。しかし従来、代替仮説の仮定の下で、Montgomeryの予想と同様な ζ(s)の単純
零点の割合は得られていない。課題 XIIでは代替仮説と ζ(s)の零点の重複性の関係を詳しく調べたい。

• 課題 XIII
ある保型 L関数の特殊値の重みつき零点分布が S. Sugiyamaにより与えられたが、その研究によっ

て零点分布が従来の分布と一致しない場合もあることが明らかになった。課題XIIIではその例外的な場
合が生じる条件を調べるために、一つの具体例として、L(s, χ)の場合を考察する。

• 課題 XIV
L. G. Felと T. Komatsuが「離散的な半群の値の差」の「負冪」の和を計算した時にゼータ関数に似

ている公式を発見し、研究代表者に連絡したのはこの研究の始まりである。課題 XIVの目標は、Felと
Komatsuが考察した離散的な半群の値の差の負冪の和公式を用いて、新たなゼータ関数の関係式を得る
ものである。

３．研究の方法
研究方法は「２．研究の目的」で述べた先行研究の方法を活用しながら行うのである。共同研究者との

研究打ち合わせは主にメールのやり取りとクラウド上の共同作業（GoodNotes、Dropbox、Overleafなど
を活用）で行なった。必要において、ウェブ会議（Zoomや Google Meet）も利用した。また、次の研究
課題に対して、コロナ禍を避けて現地での打ち合わせもしばしば行なった。

• 課題 IVの ζ(s)の場合とVIIはコロナ禍以前に、共同研究者 J. Steuding先生と主に現地で行なった。
• 課題 VIは共同研究者の S. Saad Eddin氏と S. Inoue氏が名古屋大学にいらっしゃった時に、主に現
地で行なった。

• 課題XIIはコロナ禍後に、主にAmerican Institute of Mathematicsにて共同研究者のD. A. Goldston
先生と S. A. C. Baluyot氏と行なった。

• 課題 XIIIは S. Sugiyama先生が日本大学にいらっしゃった時に数回の打ち合わせで行なった。論文
投稿後に、拡張や改良の可能性について研究代表者の所属である九州大学で議論も行なった。

４．研究成果
• 課題 I：Geとの共同研究で、Ge (2017)の結果を ζ(s)の全ての導関数に拡張した。即ち、研究代表者
(2015)の定理 3の結果を改良した。

• 課題 II：S. Chaubeyと S. Singh Khuranaとの共同研究で行なった。課題 I及び「２．研究の目的」で述
べた先行研究の結果をセルバーグクラスの L関数に拡張するための部分的結果を得た。具体的には、主
定理として、Akatsukaと研究代表者 (2018)の定理 1.1、1.2と 1.3をセルバーグクラスの L関数の全て
の導関数に拡張し、セルバーグクラスの L関数の導関数の自明な零点を確定した。その系として、セル
バーグクラスの L関数とその導関数の Re(s) < 1/2という半平面における零点の関係を明確にできた。
これは LevinsonとMontgomery (1974)の定理 7のセルバーグクラスの L関数への拡張である。

• 課題 III：J. Lee, A. Sourmelidis, Steudingとの共同研究で、臨界領域 0 < Re(s) < 1に対して、臨界線
Re(s) = 1/2を除いて、臨界領域内の縦の直線上の等差数列において、ζ(s)の値は内点を持つ任意の複素
数集合に含まれることを示した。但し、0 < Re(s) < 1/2に対して、例の複素数集合は無限大を内点に持つ
必要がある。また、等差数列がどの程度で ζ(s)の値の分布を特徴付けているかも調べ、1/2 < Re(s) < 1
における ζ(s)の特殊な同時普遍性も示した。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）

• 課題 IV：Steudingとの共同研究で、任意の a ∈ C \ {0}に対して、∆(δa) = aとなる点 δa ∈ Cの分布
を調べ、それに対して、ζ(δa)の分布と平均値を計算した。この研究をさらに、周期性を持つディリクレ
級数によって定義される有理型関数 L(s; f)に拡張し、Sourmelidisの協力で、Landau公式に類似する∑

δa
xδa の上から評価を用いて、δaの虚数部分の一様分布性及びその上での L(s; f)の普遍性を示した。

• 課題V：課題 IVの結果を更に一般化し、「拡張されたセルバーグクラス」の L関数 L(s)に対して拡張し
た。Kalpokasと Steuding (2011)や課題 IVの場合と違い、L(s)は次元の大きさにより大きくなる場合
があり、Lindelöf予想の仮定が避けられない困難が生じるが、次元が小さい場合に対して、無条件な結
果が得られる。また、同じ研究ラインで執筆したもう一つの論文で L(s)のディリクレ多項式近似（ディ
リクレ級数を適当な長さに切り、ディリクレ級数が絶対収束する範囲より広い範囲で成り立つもの）及
び、実軸と交わる点 δaの分布も考察した。これらの研究の続きとして、Sourmelidisと Steudingと最近
出版されたまた別の論文で ζ(s)の a-点 ρa と素数定理の関係を明らかにした。

• 課題 VI：研究代表者は先行研究の証明方法が拡張されたセルバーグクラスの L関数 L(s)に対しても適
用できると気づき、Saad Eddinと S. Inoueとの共同研究で、L(s)の s = 1付近でのローラン展開にお
ける係数の上から評価を示した。この結果により、従来知られている ζ(s)に関する上限が改良できるこ
とも確かめられた。但し、L(s)を決めるパラメーターの大きさにより、研究代表者らの結果は必ずしも
全ての正冪に対して成り立たず、若干大きな冪以上に対してしか成り立たない場合もある。

• 課題 VII：Steudingとの共同研究で、Schemmel (1869)はが考察した φm(n)をさらに全ての整数mに
対して拡張し、φm(n)の nとmによる平均を計算した。

• 課題VIII：Goldstonとの共同研究で初めて∑
k≤x (x− k)S(k)の下限を示した。この結果は実際、より

滑らかな重みをつけたもの S(x,m) :=
∑

k≤x (x− k)
m
S(k)を研究しながら発見したものである。m ≥ 2

であるとき、S(x,m)の誤差 項に対して漸近公式が得られ、ζ(s)の零点に関わるいくつかの予想の下で
精密な評価が得られた。

• 課題 IX：Friedlander, Goldstonと H. Iwaniecとの共同研究で、まず、先行研究において仮定された弱
いHardyと Littlewoodのゴールドバッハ予想を、元のHardyと Littlewoodの予想に最も近い形に書き
直した。手法の改良で Fei, Bhowmikと Halupczok, Jiaの結果を全ての原始的実指標 χに対して拡張し
た上で、L(s, χ)の例外的な零点が存在し得る領域を更に狭めた。特に、弱い Hardy-Littlewoodのゴー
ルドバッハ予想の下で L(s, χ)の例外的な零点が存在しないことを示した。

• 課題X：Goldstonとの共同研究で、ゴールドバッハ表現の個数の平均と滑らかな重み付き平均を計算し、
小区間における素数の挙動との関係を明確にした。この考察で特に、ゴールドバッハ表現の個数の平均
と素数定理の関係だけではなく、ζ(s)の非自明な零点の対相関との関係も明らかになった。

• 課題 XI：課題 Xの続きで、Goldstonとの共同研究で、ゴールドバッハ表現の素数定理への応用を考察
し、素数定理と ζ(s)の零点の対相関との関係も明らかにした。

• 課題 XII：Baluyot、Goldstonと C. L. Turnage-Butterbaughとの共同研究で、代替仮説が ζ(s)の重複
零点を許すことを明らかにした。そのため、Montgomeryの予想と異なり、代替仮説だけでは、ほぼ全
ての ζ(s)の非自明な零点が単純零点である主張が導けない。しかし、代替仮説より少しだけ強い予想を
仮定すれば、ほぼ全ての ζ(s)の非自明な零点が単純零点であることが得られる。この研究成果をまとめ
る論文は交付期間内に完成できず、現在投稿準備である。

• 課題 XIII：Sugiyamaとの共同研究で、「２．研究の目的」で述べた Sugiyamaが発見した例外的な現象
が、L(s, χ)に対しても生じることを明らかにした。

• 課題 XIV：Felと Komatsuとの共同研究で、離散的な半群の値の差の負冪の和が、ζ(s)と ζ(s)のまた
別の一般化であるフルヴィッツゼータ関数 ζ(s, α)によって書き表せることを明らかにした。その関係式
を用いて、ζ(s)を ζ(s, α)の有理数 αに関する和として表す公式に対して別証明を与えた。

• 追加課題：最後に、以上で述べた純粋数学の研究以外に、研究代表者は理化学研究所の数理創造プログラ
ムの基礎科学特別研究員として行った分野横断型共同研究も続けている。生物物理学者のC. Beauchemin
(トロント州立大学教授 兼 理化学研究所数理創造プログラム副プログラムディレクター)と天体物理学
者のD. Warren (当時理化学研究所数理創造プログラム研究員、現在フロリダ工科大学助教)と共に、ウ
イルスの感染率を表す二つの異なる数学モデルの間における数学的な関係を調べた。この研究の目標は、
二つのモデルの変換方法を数学的に与えることであったが、自明な場合において二つのモデルを満たす
解が存在しないことを明らかにした。自分と共同研究者の時間の都合で研究が 4年以上も渡り行われて
きて、ほとんどそれぞれモデルの解を求めることに費やした。理論的な解（解析解）と数値的な解が一
致することをまず確認しなくてはいけないが、最初に求まった解析解の形が複雑すぎたため、正否の確
認が不可能であった。修正と式の単純化を繰り返して 2022年度の始まりにやっと解析解が確認でき、シ
ンプルな形のおかげで、二つのモデルの関係を調べることができた。二つモデルは理論的に（解析的に
は）同値ではなく、同値な場合もないことが明らかになった。
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