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研究成果の概要（和文）：体積汎関数やエネルギー汎関数の臨界点として現れる極小部分多様体や調和写像は、
部分多様体の微分幾何学において中心的な研究対象である。本研究では、そのような臨界点のうち、対称性の高
いものについて、安定性を解析することを目的として、研究を行った。結果として、新しい計算手法の実装や、
その中で用いられた鍵となる事実の一般化、および離散的な対象への拡張など、様々な方向性に研究が発展し、
多くの成果を得る事ができた。

研究成果の概要（英文）：We studied the stability of submanifolds with symmetry, which appear as 
critical points of volume or energy functionals. These critical points are central objects in the 
differential geometry of submanifolds. The research resulted in various achievements, such as the 
implementation of new computational methods, generalization of key facts used in the methods, and 
extensions to discrete objects. 

研究分野：微分幾何学

キーワード： ハミルトン安定性　ラグランジュ部分多様体　エルミート対称空間　離散調和写像　重み付き有限グラ
フ　双曲曲面　ケーラーC空間　コンパクト対称空間

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題の1つの研究対象であるラグランジュ部分多様体は、近年、活発な研究が続けられている重要な部分
多様体のクラスである。本研究では、その安定性解析を目標として、極小部分多様体や調和写像論の中で発展し
た従来のアイディアを、対称空間論やトーリック幾何などの幾何学的な発想に基づきながら深化させ、新しい計
算手法の実装や離散的対象への拡張など、様々な方向に研究を発展させた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景 

 ケーラー多様体内の極小ラグランジュ部分多様体は、近年様々な観点から研究が進められている重

要な研究対象である。カラビ・ヤウ多様体の特殊ラグランジュ部分多様体の場合は、そのホモロジー類

内で体積最小性を持つという顕著な事実がよく知られているが、ケーラー多様体のリッチ曲率が正の場

合には状況が異なり、そのような強い性質を持つラグランジュ部分多様体の例は一般にはあまり期待で

きない。しかし、 90年代に入って、 正のリッチ曲率を持つケーラー多様体内には、ハミルトンイソトピー

類の中で体積最小性を持つラグランジュ部分多様体の例が存在することが発見され大きなインパクトを

与えた。より一般に、ハミルトン変形のもとで体積汎関数の極小値をとり得るラグランジュ部分多様体を

ハミルトン安定と呼び、これまでにも多くの例がいくつかのエルミート対称空間の中に発見されている。 

 また、ケーラー・アインシュタイン多様体内のラグランジュ部分多様体を初期値とする平均曲率流は、 

ラグランジュ性を保つことが知られており、これをラグランジュ平均曲率流(LMCF)と呼ぶ。LMCFは、初

期値の平均曲率形式が完全形式であると、ハミルトン変形を生成することが知られており、その意味で

も、エルミート対称空間などの特定のケーラー多様体内のハミルトン安定ラグランジュ部分多様体を分

類することは応用上重要な問題であると考えられる。  

 しかし、一般にハミルトン体積最小性やハミルトン安定性を判定することは容易なことではなく、まずは

より調べやすい具体的なクラスを組織的に構成することもまた重要な問題である。この問題に関しては、

群作用による対称性を持つ例、すなわち、等質ラグランジュ部分多様体を考えることが 1 つの妥当な研

究方針であるが、等質ラグランジュ部分多様体の構成と分類およびそのハミルトン安定性の解析など

は、多くの場合に未解決である。 

２． 研究の目的 

本研究では、以下の目的のもと研究を行なった。 

(1) 特定のエルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の構成と分類、及びハミルトン安定性

の解析。 

(2) 極小部分多様体や調和写像論において発展した安定性解析のための従来のアイディアの深化と

応用。 

(3) 対称空間論やトーリック幾何などの幾何学的な発想に基づく新しい解析技術の発見。 

(4) LMCF などの文脈で現れる様々な安定性の概念への応用。 

 

３．研究の方法 

 共同研究者の協力のもと、古典的なアイディアから最新の概念まで幅広い視野を持って研究を遂行し

た。対称空間論に詳しい橋永貴弘氏からは、エルミート対称空間に関する幾何学的および代数的な基

本事項について多くのことを学び、可解群の作用により得られる等質ラグランジュ部分多様体の分類問

題やエルミート対称空間の実現問題などについて多くの議論を行った。國川慶太氏からは、熱方程式

の基礎事項や平均曲率流の特異点に関する最新の研究結果について多くの知識を得た。また、田中

亮吉氏からは、離散的な幾何学的対象における変分問題を通して、リーマン面のタイヒミュラー空間の

微分幾何学や曲面論に関する様々な事実を教示して頂いた。 

 また発表した論文は、多くの研究集会やセミナーなどで成果報告を行い、国内外の研究者から様々

な意見をもらうことができた。さらに、関連する研究者を集めた国際研究集会の組織に関わるなど、国際

共同研究推進に向けた活動を行ない、いくつかのテーマで国際共同研究を進めている。 

 



4.研究成果 

主に次の成果を得た.  

(1) 複素双曲空間内のトーラス作用の軌道として得られるラグランジュ部分多様体のハミルトン安定性の

解析を行なった。結果として、複素ユークリッド空間や複素射影空間の場合と異なり、不安定なトーラス

が無数に現れること、その一方で軌道空間の重心に位置するトーラス軌道が際立って安定性を示すこと

を示した。また、すでに知られていた方法を用いて、ほとんど全てのトーラス軌道が体積最小性を有しな

いことも示した。安定性の証明においては、複素双曲空間と標準的なシンプレクティックベクトル空間の

間にある同変なシンプレクティック微分同相写像を通して、ユークリッド空間内で解析を行うと言う新しい

手法を実装した。  

 

(2) (1)の安定性解析で用いたシンプレクティック微分同相写像を一般の非コンパクト型エルミート対称空

間(HSSNT と略記)に拡張することを 1 つの動機として、HSSNT の同変的実現に関する研究を行った。

この研究は橋永氏との共同研究である。HSSNT は、多様体としては、偶数次元のユークリッド空間と微

分同相であり、 複素多様体としては、複素ユークリッド空間内の有界領域として実現できる。 さらに、シ

ンプレクティック多様体としては、標準的シンプレクティックベクトル空間とシンプレクティック微分同相に

なることも知られていたが、それらの実現が共通して持つ「同変性」という性質に着目し、対称空間の持

つ「極性」の観点から、以上の実現を統一的かつ幾何学的に構成する方法について考察し、コンパクト

双対を含む一般のエルミート対称空間の同変的実現に関して多くの基本的結果を得た。 

 

(3) 田中氏の協力のもと、重み付き有限グラフから双曲計量を持つリーマン面への離散調和写像に関

して研究を行った。負曲率を持つリーマン多様体への離散調和写像は写像のホモトピー類の中でエネ

ルギー最小となる事が知られているが、双曲計量全体を変数と見て動かし、適当な条件のもと、さらにエ

ネルギーを最小化することができることを示した。さらにそのようにして得られる双曲計量は (適当な同

一視の元)一意的であることも証明した。 これは、トーラスの場合に知られていた結果のリーマン面への

拡張である。また、ターゲットの空間が非負曲率を持つ場合についても考察を行った。この場合には、

離散調和写像のエネルギー最小性あるいは安定性は非自明な問題であるが、単連結コンパクト等質ケ

ーラー多様体や階数が低い場合の単連結コンパクト対称空間内にはエネルギー安定な離散調和写像

が存在し得ないことを証明した。 
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