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研究成果の概要（和文）：作用素環におけるGalois理論の類似と呼ぶべき部分因子環論は、古くは結び目理論と
の関連に始まり、テンソル圏や場の理論などとの関係で非常に重要な分野である。このような部分因子環論は、
現代的な解釈ではテンソル圏の作用素環への作用の分類と思うべきものである。私はこの視点をC*-環という別
のタイプの作用素環に援用し、テンソル圏のC*-環への作用を分類について考察した。
特に、Rokhlin性をもつ作用の分類や、テンソル圏作用のホモトピー論的側面である、テンソル圏同変KK理論の
整備などを行った。

研究成果の概要（英文）：The theory of subfactors can be regarded as an analogue of the Galois theory
 in the operator algebra. It played an important role in the knot theory, the theory tensor 
categories and the conformal field theory. Such subfactor theory can be interpreted in terms of the 
actions of tensor categories on operator algebras. In this study, I imported this viewpoint to the C
*-algebras, which is a different kind of operator algebra from the factors and studied the actions 
of tensor categories on C*-algebras toward the classification.
Especially, I classified the Rokhlin actions and formulated the equivariant KK-theory for tensor 
category actions, which is a homotopy theoretical aspect of the actions.

研究分野： 作用素環論

キーワード： 作用素環　量子群　テンソル圏

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
作用素環論の研究において、その分類は中心的な問題として様々な研究を牽引してきた。
本研究においては、部分因子環論のC*-環におけるアナロジーを考えることにより、C*-環へのテンソル圏作用に
ついての理解を深めた。これはC*-環の分類理論を推し進めるだけでなく、テンソル圏そのものの研究や場の量
子論などの数理物理にも貢献するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
作用素環とは，複素 Hilbert 空間上の有界線形作用素がなす環であり，主な研究対象として，

随伴とノルム位相で閉じた C*-環，随伴と強位相で閉じた von Neumann 環の 2 つがある．可換
な C*-環は局所コンパクトハウスドルフ空間の上の連続関数環に同型であることが知られてお
り，また可換な von Neumann 環は測度空間上の L∞関数のなす環に同型であることが知られて
いる．このことからも推測されるように，2 つの研究対象は，しばしば互いに関係しつつも，本
質的に異なる手法で研究されてきた．  
 このような作用素環の研究における対称性として，量子群やテンソル圏などが自然に現れる．
特に，部分因子環論における Galois 群の対応物としてテンソル圏が現れることは重要である．
この文脈では，部分因子環の分類はテンソル圏作用の分類と思うことができるが，このような分
類は III0因子環の場合や C*-環の場合には知られていなかった． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，テンソル圏の解析的・非可換幾何な性質を明らかにすることである．このよ

うな研究は，量子包絡環や座標環などの代数的な研究と，作用素環的な量子群論，部分因子環論
などの解析的な研究を結びつけるものであり，作用素環内外での応用が期待される．  
 
 
３．研究の方法 
 
 本研究では，テンソル圏や量子群の解析的・非可換幾何的な性質について明らかにする．特に，
部分因子環論からくる解析的な手法と量子群における代数的な手法を組み合わせて用いる． 
 
 
４．研究成果 
 
非保測エルゴード変換の研究 
 
古典的なエルゴード理論の拡張として，一般の群の測度空間への作用がある．このようなエル

ゴード理論は，作用から接合積と呼ばれる von Neumann 環が作られることもあり，作用素環との
関連を含めて活発に研究されている．特に，このようなエルゴード変換がいかなる測度も保たな
いとき，接合積として作られる von Neumann 環が III 型という特別なものになるので，私はその
ような場合に興味を持って研究を行った．しかし，与えられた作用が実際にいかなる測度も保た
ないことを示すことや，またいつ作用がエルゴード的(すなわち非自明な部分空間を持たない)
になるかを決定することは難しい． 
測度空間への群作用を作る統一的な方法の一つに，群のユニタリ表現から測度空間への群作

用を作る Gauss 構成というものがある．これは群の有限次元直交表現が与えられた場合には易
しく，単に表現空間に Gauss 測度を入れて測度空間と思い，そこへの表現から与えられる作用を
考えたものである．これは実際には直交表現が無限次元でも意味を持たせることができる．この
ような作用は Gauss 測度を保っている． 
私は，磯野氏と Marrakchi 氏とともに，Gauss 構成の亜種として群が実 Hilbert 空間にアファ

イン等長作用している際の同様の構成について考察した．このような作用は自然な測度を保た
ない．特に，このような作用をスケールさせたときに，相転移現象が起こることを発見した． 
 
量子群同変 Kasparov 圏の研究 
 
群の C*-環への作用の研究で重要なものの一つに同変 KK 理論がある．これは安定ホモトピー

圏の同変 K 理論における対応物である同変 Kasparov 圏という圏を構成する理論である，この
Kasparov 圏はホモトピー論的な側面を持つ一方，対象となる C*-環が適切な無限性を満たすと
きには射が本当の環準同型によって代表され，またそれらが同値な射を与える条件を解析的な
条件で書けるという著しい性質を持つため，群作用の研究において非常に重要な役割をはたし
てきた． 
このような同変 Kasparov 圏の構造で重要な定理に，Baum--Connes 予想がある．Baum--Connes

予想はもともと Baum と Connes によって群環の K-群と固有分類空間の K-ホモロジーを関係づけ
るものとして提唱されたが，Meyer--Nest によると，同変 KK 理論における群作用を有限部分群
に制限しても情報が落ちないという形で三角圏の言葉を用いて特徴づけることができ，さらに
Meyer—Nest はこのような特徴づけは torsion-free な量子群でも意味を持つことを発見した．私



は，torsion がある場合の量子群に対しても，同変 Kasparov 圏の分解を与えることにより，同
様に Baum--Connes 予想を定式化し，先に行われていた具体例の研究がこの意味で Baum--Connes
予想とみなせることを観察した．さらに，このような例を用いて，このような Baumm—Connes 予
想を満たす量子群の群環が UCT を満たすことも示した． 
 
C*-テンソル圏の研究 
 
C*-テンソル圏とは，テンソル圏であって適切な unitarity を満たすものである．このような

C*-テンソル圏は，主にコンパクト群や量子群の表現圏，また，下記で詳述する作用素環の包含
の表現圏として現れる． 
C*-テンソル圏のプロトタイプとして，群によって次数付けられた有限次元 Hilbert 空間の圏

というものがある．これは元の群を復元し，このような意味で C*-テンソル圏は群の拡張だと思
うことができる．私は，Wahl 氏と de Laat 氏とともに C*-テンソル圏上の Fourier 乗算作用素
がなす代数である Fourier 代数を導入し，この性質を調べることで，C*-テンソル圏の従順性や
性質(T)などの新しい特徴づけを与えた． 
テンソル圏の環上の作用とは，与えられたテンソル圏を与えられた環の双加群として実現す

る方法のことを指す．これは特にテンソル圏が上述の群によって次数付けられた有限次元ベク
トル空間(や Hilbert 空間)のときに，群の(コサイクル)作用に対応しているという意味で，群作
用の一般化とみなすことができる． 
このようなテンソル圏の作用は作用素環における Galois 理論の類似を考えた際に自然に現れ

る．すなわち，非可換環の包含があった際に，その表現圏と呼ばれるテンソル圏を構成でき，
Galois 群に対応するものとみなすことにする．このような包含は特に環が因子環と呼ばれる von 
Neumann 環であるときに，部分因子環論という名前で活発に研究されてきたものであり，特に超
有限 II1-因子環と呼ばれる von Neumann 環で，与えられたテンソル圏が従順という条件を満た
すときに，このような表現圏が包含の完全不変量であるというのが，Popa によって示されてい
る．これは表現圏の超有限 II1-因子環への作用が本質的にただ一つであるということに言い換
えである． 
私は C*-環の包含に対して考察を行い，有限個の既約対象しか持たない C*-テンソル圏(これ

を C*-フュージョン圏と呼ぶ)の C*-環への作用が Rokhlin 性という性質を満たすときに分類を
行った．この結果は特に C*-環が O2という特別な C*-環のときには，Rokhlin 性を満たす作用が
ただ一つである(したがって，このような場合には表現圏が C*-環の包含の完全不変量になって
いる)ことを示しており，Popa の結果の類似とみなすことができる．このような C*-環の包含の
分類ははじめての結果であり，また手法においても泉の有限群の Rokhlin 作用の分類にアイデ
アを得ており，Popa のものとは全く異なる新しいものである．また，Galois の逆問題に対応す
るものとして，どんな C*-フュージョン圏も O2への Rokhlin 作用を持つことを示した．論文は現
在執筆中である． 
また，このような C*-テンソル圏の作用についての KK 理論および Baum—Connes 予想について

も考察を行った．特に，C*-テンソル圏作用に関する KK 理論を定義し，群の 3-コサイクルツイ
ストからくるようなテンソル圏について，もし群が torsion-free かつ Baum—Connes を満たすな
ら，その 3-コサイクルツイストも Baum—Connes を満たすことを示した． 
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