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研究成果の概要（和文）：本研究における最も良い成果は、北京大学のXinyi li氏との共同研究で得られたルー
プ除去ランダムウォークに関する一連の結果であろう。特に３次元ループ除去ランダムウォークのプロセスレベ
ルでのスケール極限を証明した結果が本研究の最大の貢献ということができる。基本的に人類はまだ満足に非マ
ルコフ過程を扱えていない状況であるが、ループ除去ランダムウォークに関しては、我々の結果により、全ての
次元でスケール極限がプロセスレベルで扱えることとなった。３次元の場合はスケール極限の良い記述は与えら
れていない。そのような記述を与えることは今後の課題である。

研究成果の概要（英文）：In this research we consider loop-erased random walk (LERW) and its scaling 
limit in three dimensions, and prove that 3D LERW parametrized by renormalized length converges to 
its scaling limit parametrized by some suitable measure with respect to the uniform convergence 
topology in the lattice size scaling limit. Our result greatly improves the work of Gady Kozma which
 establishes the weak convergence of the rescaled trace of 3D LERW towards a random compact set with
 respect to the Hausdorff distance. To prove this,  we also need to give an asymptotic estimate on 
the one-point function for LERW and the non-intersection probability of LERW and simple random walk 
in three dimensions for dyadic scales. These estimates will be crucial to the characterization of 
the convergence of LERW to its scaling limit in natural parametrization. As a step in the proof, we 
also obtain a coupling of two pairs of LERW and SRW with different starting points conditioned to 
avoid each other.

研究分野： 確率論

キーワード： ランダムウォーク

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ループ除去ランダムウォークは他の多くの確率モデルと関わりのある重要な非マルコフ過程であるが、特に３次
元の場合は最も解析が困難であり、研究があまり進んでいない状況であった。2次元の場合のように複素解析を
用いた共形場理論の手法を用いたり、高次元の場合のような平均場の理論を適用することが出来ないことが本質
的な困難を生む。本研究では、離散調和解析、関数解析、確率論、幾何学といった分野横断的な手法を組み合わ
せることにより、一つ一つの困難を地道に対処していった。そこで培われた手法は、他の次元の場合に対しても
適用可能である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
ループ除去ランダムウォークとは、ランダムウォークのパスからループを現れる順に切り取っ
て得られるランダムなシンプルパスのことである。1980 年に Lawler により提起されて以降、
他の多くの確率モデルとの関係も示され、活発に研究が行われてきた。一様全域木との関係を与
える Wilson のアルゴリズムや 2 次元の共形場理論との関りを示した Schramm の理論（SLE 理
論は）特筆すべき事項である。本研究のターゲットは 3 次元ループ除去ランダムウォークであ
る。 
 
 3 次元ループ除去ランダムウォークに関する研究結果は本質的には以下の 3 つがあった。ひと
つは Lawler による成長指数の上下の評価である。すなわちループ除去ランダムウォークの次元
は 1 よりも真に大きく 5/3 以下であることが 1999 年に Lawler により証明されている。このこ
とから 3 次元ループ除去ランダムウォークは直線的ではなく、また元々のランダムウォークと
は全く異なる構造を持つことがわかる。 
 
二つ目の先行結果としてKozmaによるループ除去ランダムウォークを集合とみたときのハウス
ドルフ距離に関するスケール極限の存在定理である。すなわち、ループ除去ランダムウォークが
通過した点の集まりをユークリッド空間の部分集合とみなしたとき、それをスケーリングした
ものの分布はハウスドルフ距離の位相で弱収束するのである。この弱収束極限をここでは
Kozma のスケール極限と呼ぶことにしよう。Kozma のスケール極限はユークリッド空間のラン
ダムな部分集合である。 
 
最後の三つ目の結果は、私自身による結果であり、それは成長指数の存在定理である。 
 
One-point function の精密な評価は得られていない状況であった。複素解析を用いた共形場理論
が使える 2 次元の議論や平均場の理論が適用できる高次元の場合の手法が 3 次元の場合では使
えないことが困難を生む原因となっている。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は 3 次元ループ除去ランダムウォークを確率過程とみなしたときの一様収束距離
に関するスケール極限の存在を証明することである。非マルコフ過程に対するプルセスレベル
でのスケール極限の存在証明が成功している例はほとんどない。本研究が遂行されれば、全ての
次元でループ除去ランダムウォークの極限の存在証明が与えられることになり、その意義は大
きいものと考えられる。 
 
また、その証明を与える際に必要となる、離散調和解析、関数解析、確率論、幾何学といった分
野横断的手法を組み合わせることによって得られる知見はそれ自身興味あるものであるといえ
る。 
 
 
３．研究の方法 
まず one-point function の精密な評価を与える必要がある。その後、ループ除去ランダムウォー
クに対する大数の法則にあたる結果を示さなければならない。いずれの場合もカップリングの
技法を用いる。その後、Kozma のスケール極限が Minkowski content を持つことを証明し、そ
れを用いてスケール極限をパラメータ付けする。時空に関して適切にスケーリングしたループ
除去ランダムウォークが、パラメトライズされたスケール極限に収束することを証明する。証明
を遂行するために、離散調和解析、関数解析、確率論、幾何学といった分野横断的手法を組み合
わせる必要がある。 
 
LERW は確率過程としてみれば、非マルコフ過程であり、その扱いは通常のマルコフ過程の扱
いとは大きく異なり、独特な手法が要求される。とはいえ、単純ランダムウォークからループを
切り取ったものであるから、単純ランダムウォークに関する知見を総動員することにより、解析
を進めることができる。これが他の非マルコフ過程と大きく異なる点であり、LERW の研究が
進んでいる理由となっている。 
 
また、LERW は Laplacian random walk と呼ばれているように、離散調和解析との相性が良い。
必要となる調和解析の結果を適宜用意しながら研究を進めていくことになる。こうして得られ
る調和解析の結果はそれ自身意味のあるものとなる。例えば、離散のハルナック原理はよく知ら
れている結果であるが、離散の境界ハルナック原理はそこまで知れ渡っているものではなく、
LERW の研究を進める上で準備する必要があった。 



 
 
４．研究成果 
上記の「3. 研究の方法」で述べたプログラムを全て遂行したことが本研究の成果である。以下
でそれを詳しく述べていく。 
 
まずは one-point function の評価であるが、与えられた点をループ除去ランダムウォークが通
過する確率の極めて精密な評価を与えることができた。この結果を``One-point function 
estimates for loop-erased random walk in three dimensions”というタイトルの論文にまと
め、確率論のジャーナルである Electronic Journal of Probability に掲載された。 
 
その後、カップリングの手法を用いて大数の法則にあたる結果を示し、Kozma のスケール極限が
Minkowski content を持つことを示した。さらにそこへループ除去ランダムウォークが収束する
ことを証明した。これらの結果を`` Convergence of three-dimensional loop-erased random 
walk in the natural parametrization”というタイトルの論文にまとめてしかるべきジャーナ
ルに投稿した。私に知る限り、3次元のランダムなシンプルパスを過程とみなして、スケール極
限の存在を示したのはこの結果が初めてである。この結果が今後の非マルコフ過程の研究の発
展に少しでも役に立てば幸いであるが、それに関してはもうしばらく時間を要するであろうと
思われる。実際、スケール極限の存在は示されたものの、それがどのように記述できるかは今の
ところ分かっていない。こうした意味でも、極限の良い特徴付け（良い記述）を与えることは重
要な問題であると考える。（2 次元の場合のように、そもそも良い記述が本当にあるかどうかも
わからない状態である。）3 次元の場合は、このように謎に包まれた状態であるが、全く手が出
ないわけではないことが証明できたのではないかと思う。 
 
また、こうして構成された確率過程としてのスケール極限がどの程度の連続性を持つかは自然
な問いである。この問題に関しては、ある指数 a が存在して b が a よりも小さいときはスケー
ル極限は b-Holder 連続であるが、b が a 以上であるときは b-Holder 連続でないことを証明し
た。この結果を`` The Hölder continuity of the scaling limit of three-dimensional loop-
erased random walk”というタイトルの論文にまとめ上げ、Electron Journal of Probability
に掲載された。ブラウン運動は 1/2-Holder より少し悪い連続性を持つことは有名な事実である
が、3次元のランダムな単純曲線に関して、こうした結果を示したのは私の知る限りでは初めて
なのではないかと思う。 
 
上で述べた LERW の諸結果を得るために、LERW に対する分離補題、離散境界ハルナック原理、
LERW に対する調和測度の導入といった離散調和解析における様々な結果を準備した。特に離散
境界ハルナック原理に関しては、必要最低限の弱い結果しか得られていない状況である。どこま
で結果を強めることができるかは今後の課題である。集合の境界に対する仮定を弱めることが
できるかどうかが鍵となるが、条件を弱めるためのアイデアを見つけようとしている段階であ
る。 
 
また、応用として、3次元一様全域木のスケール極限の存在を示した。ここで一様全域木はグラ
フ距離の入った距離空間とみなしており、位相は Gromov-Hausdorff-Prokhorov で取るものとす
る。スケール極限の特徴付けはまだ出来ていないが、それが満たす諸性質を示すことができた。
さらに、3次元一様全域木上のランダムウォークの解析も行った。興味があるのは、3次元一様
全域木の複雑な構造がその上を走るランダムウォークの挙動にどのような影響をおよぼすのか
ということである。これに関してはランダムウォークの熱核を評価するという方法があり、3次
元一様全域木のスペクトル次元を 3 次元 LERW の成長指数で記述することに成功した。3 次元
LERW の成長指数の値はまだ求まっていな状態である今後の研究が待たれるところであろう。 
 
こうして得られた一連の結果を国内外の研究集会やセミナーにおいて口頭発表し、成果を報告
した。 
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