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研究成果の概要（和文）：本研究では、超幾何関数の値の構造の解明、及びその応用を目標とした。前者の成果
として、超幾何関数の比のPade近似、連分数表示およびそれらの誤差評価を行った。後者の成果として、まず差
分方程式の不変量を導入した。それを用いて、与えられた線形差分方程式が超幾何関数の値を用いて表されるか
検索できるようにした。これにより、次の3つの結果が得られた：(1)超幾何関数の変換公式を組織的に構成し
た。(2)未解明のFuchs型微分方程式(例えば、Dotsenko-Fateev方程式)の級数解の一般項を構成した。(3)一般化
超幾何微分方程式3E2のx=1における正則解を構成した。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research was to investigate values of hypergeometric 
fuctions. The followings are our results:
(1) We constuct some Pade approximations for ratios of Gauss's hypergeometric fuctions. Using these,
 continued fraction expansions for those ratios are obtained. Also, truncation errors of the n-th 
approximant for those continued fraction expansions are given.
(2) We introduce invariants of linear difference equations. Using these, we can search whether a 
given linear difference equation has solutions expressed in terms of hypergergeometric functions or 
not. Applying this method, we got the followings:(i) Algebraic transformation formulas for Gauss's 
hypergeoemtric functions and Appell's hypergeometric functions are systematically obtained. (ii) 
Series solutions of unsolved Fuchsian differential equations(e.g. Dotsenko-Fateev equation) are 
constructed. (iii) Series expansions of holomorphic solutions at unit argument of the generalized 
hypergeometric equation 3E2 are constucted.

研究分野： 特殊関数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
超幾何関数は多くの良い性質を持つが故に様々な分野に現れ、特にその特殊値を用いて多くの量が表されてい
る。得られた成果の内、以下の2点は様々なことに利用されると考えられる。(i)応用上、難しい関数である超幾
何関数をよく分かる関数である有理式で近似すること(Pade近似)は重要である。そこで、超幾何関数の比のPade
近似およびそれらの誤差評価を行った。(ii)多くの現象が線形差分方程式を用いて記述される。今回導入した差
分方程式の不変量により、与えられた線形差分方程式が超幾何関数の値を用いて表されるか検索できるようにな
った。これにより、差分方程式を用いて記述される現象の解明が期待出来るようになった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

超幾何関数は多くの良い性質を持つが故に、様々な分野(数学の諸分野・物理学・統計学・工学 

等) に現れ、ある種の周期・物理量・統計量を始めとした多くの量が超幾何関数の値として表

される。もしこれらの値が良く知られた定数や関数を用いて表されたのなら申し分無いのだ

が、大抵の場合そうはならない。つまり、ある特別な超幾何関数に対しては特殊値公式が存在

するのだが、大抵の超幾何関数の値は良く知られた定数や関数では表せないのである。そのた

め、現象が超幾何関数の値を使って記述される場合に実際に解析する際は、その数値計算が行

われている。 

 
 
２．研究の目的 

様々な量が超幾何関数の値として表されている以上、何らかの意味で値を理解していく必要が

ある。それができたのなら、超幾何関数の効率的な数値計算にも応用できるだろう。以上を考

察してくことにより、超幾何関数の値そのものの理解を深めていくことが目的である。 

 

 

３．研究の方法 

関数、およびその値を研究する上で良く使われる手法は微分である。しかしながら、これは計算

機との相性が悪いことから、本研究では差分を使うこととした。調査対象である超幾何関数の持

つ顕著な性質として、「隣接関係式」が成り立つことが挙げられる。これは、パラメータが整数

差ずれた複数の超幾何関数の間に成り立つ線形関係式のことである。この隣接関係式から超幾

何関数のパラメータに関する差分方程式が得られる。こうして、知りたい超幾何関数について、

それとパラメータが整数差ずれた複数の超幾何関数の性質が事前に分かったのなら、元々の関

数の性質が分かることになる。以上の観察のもと本研究では、差分、またより広く、隣接関係式

を用いて超幾何関数の値の研究を行った。 

 

 

４．研究成果 

先述の通り、超幾何関数は特別な場合を除き特殊値公式が成り立たず、そのために何らかの意

味で値を理解していく必要がある。1つの考え方として、超幾何関数を別の超幾何関数で表すこ

と(超幾何関数の変換公式)が考えられる。もしその別の超幾何関数の構造が予め分かっていた

のなら、元々の関数の構造も分かるからである。本研究では、超幾何関数の変換公式を組織的

に構成する方法の開発((1)①参照)、およびその基礎付けである差分方程式の不変量の導入

((1)参照)を行った。更に、それらの応用として、Dotsenko-Fateev方程式を始めとした未知の

Fuchs型方程式の級数解の構成((1)②参照)、一般化超幾何微分方程式3E2(x)のx=1における級

数解の構成((1)③参照)を行った。また、隣接関係式について深く解析することで、Gaussの超

幾何関数の比のPade近似、連分数表示、誤差評価((2)参照)についても得ることができた。 

 

(1) 差分方程式の不変量の導入とその応用 

様々な現象が線形差分方程式を用いて記述される。しかし、数ある線形差分方程式を個別に解



くことは非現実的であるし、そもそも解けないことも多い。そこで、線形差分方程式達を類別

することを考える。2つの差分方程式の解空間が1階線型差分方程式の解 Q によって結ばれると

き、それら2つの差分方程式を同じものと見做すことにする。このように差分方程式全体を類別

したときに同値類を特徴付ける値が差分方程式の不変量である。さらに、2つの差分方程式の不

変量が一致するときに、それらの解空間を結ぶ Q も具体的に記述できることが分かる。こうし

て線形差分方程式の類別ができ、応用として以下の3つが得られた。 

① 超幾何関数の変換公式を組織的に構成する方法の開発 

超幾何関数の値を理解するための 1 つの方法に変換公式があった。変換公式から値を理解する

ことで、例えば、Gauss-Legendre のアルゴリズムという円周率の数値計算法が開発されている。

そこで、本研究では、そのような応用を見据え、変換公式を組織的に構成する方法を開発した。

先述の通り、超幾何関数はパラメータに関する線形差分方程式(隣接関係式由来の差分方程式)

を満たす。そこで、2つの超幾何関数に対し、それぞれから導かれる線形差分方程式の不変量を

計算し、それらが一致するよう(超幾何関数の)パラメータ、独立変数を調整することを考える。

この操作は連立代数方程式系を解くことに他ならず、Groebner 基底を用いることにより計算機

上で可能である。もしそのようなパラメータを見つけることができたのなら、超幾何関数(の満

たす差分方程式の解空間)同士を結ぶ関数 Q も得られることになり、ここから超幾何関数の変換

公式が導出されることになる。この方法により、変換公式の組織的な構成が可能となった。実際、

既知の Gauss の超幾何関数の変換公式を全て導出することに成功し、またほとんど知られてい

なかった Appell の超幾何関数の変換公式についても幾つか(新規も含む)導出することに成功し

た。 

② Dotsenko-Fateev 方程式を始めとした未知の Fuchs 型方程式の級数解の構成 

Fuchs 型方程式の級数解の係数は線形差分方程式を満たすが、その差分方程式は Fuchs 型方程式

から構成できることが知られている。つまり、与えられた Fuchs 型方程式の級数解が未知であっ

ても、その係数の満たす差分方程式の不変量は計算可能である。従って、その不変量と隣接関係

式由来の差分方程式の不変量とが一致するようにできれば、未知の Fuchs 型方程式に対し、超幾

何関数の値を係数に持つような級数解が構成できることになる。この方針で、Dotsenko-Fateev

方程式(3 階、3 点特異点を持つ)に対し、9 つの級数解を構成し、またそれらの変換公式も導い

た。更に、これらの級数解に着目すことで、Dotsenko-Fateev 方程式と Gauss の超幾何微分方程

式のテンソル積とが middle convolution という操作で移り合うことを発見した(原岡喜重・金

子昌信、落合啓之、佐々木武、吉田正章との共同研究)。 

③ 一般化超幾何微分方程式 3E2(x)の x=1 における級数解の構成 

一般化超幾何微分方程式3E2(x)は特異点x=0,1,∞を持つFuchs型微分方程式である。このx=0, 

∞における局所解は、一般化超幾何関数3F2(x)を用いて表されることが容易にわかる。一方、

x=1における局所解、特にx=1における正則解の級数表示を得ることは難しい。実際、先行研究

で得られた表示は、級数の一般項が超幾何関数の特殊値3F2(1)を用いて表されるものであっ

た。これは超越的表示であり、知りたいものをよく分からない値を使って表している面があ

る。そこで、x=1における正則級数解の成す空間の基底を上手く取り、それら基底の一般項が有

理的となるものを構成した。この構成には、差分方程式の不変量や隣接関係式の性質といった

これまでの知見が用いられている。 

 

(2) Gaussの超幾何関数の比のPade近似、連分数表示、誤差評価 

応用上、超幾何関数の近似値を求めることは重要である。そのために、超幾何関数の(比の)



「良い」近似であるPade近似(有理関数による近似)が古くから考察されてきた。ただし、まと

まった文献はこれまでなかったため、隣接関係式の性質を用いて、超幾何関数(の比)のPade近

似を系統的に導出した。これにより、例えば、第一種と第二種完全楕円積分の比のPade近似も

得られる。更にPade近似から、超幾何関数の比の連分数表示や、その誤差評価も導かれる。こ

れらの結果は既知なものばかりでなく、新規なものも含まれる。特に、Pade近似を用いた超越

数論への応用については、川島誠と共同で研究を行った。 
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