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研究成果の概要（和文）：離散可積分系についての研究を、代数的手法による可積分性判定法という観点から行
った。まず、格子方程式において、方程式を考える領域が次数増大に与える影響について調べ、領域がどのよう
な条件を満たすべきかを定式化した。次に、Laurent性を持つ方程式の一般的な性質を調べた。Laurent性、既約
性、互いに素条件は、セットにして考える限り、領域の取り方に依存しないことを証明した。さらに、特異点閉
じ込めのパターンの情報から次数増大を求める手法を多次元格子上の離散方程式に拡張し、その手法の厳密性
を、いくつかの方程式の場合に示した。そのほか、特異点閉じ込めを通過しない可積分性についても研究を行っ
た。

研究成果の概要（英文）：I studied the integrability of discrete equations by algebraic methods. 
First, I studied how the choice of an initial value problem of a discrete equation on a 
multi-dimensional lattice affects its degree growth. I formulated the conditions that a domain must 
satisfy for integrability. Next, I studied general properties of lattice equations with the Laurent 
property. I proved that if considered as a set, the Laurent property, the irreducibility and the 
coprimeness are independent of the choice a domain. Moreover, I studied the method for computing 
degree growth from singularity pattern. I tried to extend the method to the multi-dimensional case, 
and I confirmed that the method indeed gives the correct degree growth for several equations. I also
 studied discrete integrable systems that do not pass the singularity confinement test.

研究分野： 数物系科学・数学

キーワード： 可積分系　離散可積分系　代数的エントロピー　Laurent現象

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
偏差分方程式や高階の常差分方程式は様々な分野で出現するが、これらの、特に偏差分方程式の可積分性判定に
ついて、わかっていることは非常に少ない。今回、領域が満たすべき条件を一般的に定式化したことで、どのよ
うな初期値問題を考えるべきか明確にすることができた。また、特異点パターンから次数増大を求める手法を多
次元格子の場合に拡張することができたが、これにより、広いクラスの偏差分方程式に対して、次数増大が簡単
に予想できるようになった。これは将来に向けた第一歩であり、将来的にこの手法の厳密性が保証されれば、こ
れは次数増大の計算手法として確立し、格子方程式の可積分判定はかなり容易になるだろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
可積分性判定とは、具体的な方程式が可積分となるのかどうかを調べる手法である。離散系にお
ける可積分性判定手法として有名なのは「特異点閉じ込め」と「次数増大(代数的エントロピー)
による判定」である。特異点閉じ込めは適用が容易であるものの、判定精度に問題がある。一方、
次数増大による判定は判定の精度に優れるものの、実際の判定に用いるのは困難であり、具体的
な方程式に対して判定をする一般的手法は知られていない。現在では、具体的な方程式の次数増
大を計算する統一的な手法を開発することが、可積分性判定の大きな目的となっている。 
長い間、離散系における可積分性判定の主な研究対象は 1 次元格子上の方程式であった。特に、
1 次元格子上の 2 階の方程式の場合は、可積分性判定について多くのことがわかっている。離散
系の可積分性判定について、3 階以上の方程式についての研究は非常に少なく、偏差分方程式に
ついての研究はほとんどないような状態であった。しかし近年、多次元格子上の方程式の有用な
例が数多く構成されたことにより、多次元格子上の方程式についても徐々に研究が行われるよ
うになってきている。 
ごく最近、Halburd によって、特異点閉じ込めの情報から直接方程式の次数を求める手法が開
発された。さらに、Halburd の手法の亜種として、次数増大のみを求めるための手法「express 
method」が開発された。これらの手法を用いれば簡単に方程式の次数増大が予想できるものの、
得られる値はあくまで予想値であり、手法の厳密性を何らかの手法で保証しなければならない。
また、本研究開始段階では、Halburd の手法と express method はいずれも、2 階の常差分方程
式にのみ適用がなされていた。これらの手法の厳密性の保証について研究開始時にわかってい
たことは、特異点閉じ込めを通過する 2 階の方程式の場合に、express method が厳密な次数増
大を与えるということのみである。これは、研究代表者らが代数幾何学的な手法を用いて示した
ものであるが、手法が代数曲面の理論に本質的に依存しているため、3 階以上の方程式や偏差分
方程式の場合に直接拡張をすることはできない。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、代数的な手法を用いて離散系における可積分性判定を確立すること、すなわち、
差分方程式の次数増大を求めるための統一的な手法を開発することである。具体的には、express 
method を高階の方程式や多次元格子上の方程式に拡張することと、特異点閉じ込めを通過しな
い可積分性の構造を解明することを目指す。 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究の方法は、主に以下の 2つである。 
 
(1) 
express methodを高階の方程式や多次元格子上の方程式に拡張するにあたって問題となるのは、
手法の厳密性の保証である。2階の方程式の場合は代数曲面の理論を用いて厳密性が保証できた
が、3階以上の方程式や偏差分方程式の場合には、代数幾何学を用いて手法の厳密性を担保する
のは筋が悪いように思われる。これを解決するため、本研究では、因子の打消しを用いて手法の
厳密性を保証する。その際、因子の打消しを厳密に記述する手法として、互いに素条件
(coprimeness)を用いる。すなわち、express method では特異点パターンから次数増大を直接求
めていたが、本研究では、因子打消しパターンから次数増大を直接計算することを目指す。 
 
(2) 
特異点閉じ込めを通過しない可積分系の構造解明をするにあたって、最初の出発点となるのは
線形化可能な系である。2階の常差分方程式の場合、特異点閉じ込めを(本質的な意味で)通過し
ない可積分系は、必ず特異点閉じ込めを通過する系に Riccati 型の拡張を施して得られること
が知られている。しかし、3階以上の方程式や多次元格子上の方程式においては、これは正しく
ないと予想される。よって、特異点閉じ込めを通過しない可積分系であって、線形化不可能なも
のの構成を試みる。具体的に用いる手法は、2階の線形化不可能な可積分系に新しい変数をうま
く付け加えることで、3階以上の方程式を構成するというものである。これらの方程式が数多く
構成できた場合、具体例を細かく解析することで、方程式たちに共通の性質を調べる。 
 
 
４．研究成果 



 
本研究の結果、以下のような成果が得られた。なお、(1)と(2)の領域に関する研究は本研究開始
当初に予定していたものではないが、格子方程式の可積分性判定をするにあたって重要なもの
である。 
 
(1) 
格子方程式を考えるにあたって、定義領域にどのような条件を課すべきなのかという点を、可積
分性との関係を中心に調べた。その結果、一般に可積分とされている方程式であっても、病的な
領域で初期値問題を考えると、次数増大の意味で非可積分となってしまうという結果が得られ
た。この結果をもとに、格子方程式の初期値問題を考えるにあたって、どのような条件を領域に
課さなければいけないのかを定式化した。条件は一般的な形で記述することができるので、単独
系の偏差分方程式を考える限り、領域には本研究で得られた条件を課すのが前提条件となる。連
立形の偏差分方程式の領域については、今後の重要な課題である。 
 
(2) 
Laurent 性を持つ単独形方程式の一般的な性質を調べた。Laurent 性、既約性、互いに素条件を
セットにして考える限り、この性質は(1)の条件を満たす領域の取り方に依存しないことを証明
した。すなわち、これらの性質は、領域に依存しない方程式に固有のものである。この結果のお
かげで、これらの性質を示す際、領域の特殊性(例えば平行移動不変性など)を用いた議論を行う
ことが正当化される。 
 
(3) 
離散可積分系に Riccati 型の拡張を施して得られるような高階の方程式(3 階以上の常差分方程
式)について、主に特異点閉じ込めパターンと次数増大の観点から調べた。まず、既知の方程式
を Riccati 拡張して得られる数多くの具体例について、その特異点閉じ込めパターンや次数増
大を詳しく調べた。同時に、特異点パターンから Riccati 拡張の情報を得ることで、Riccati 拡
張をする前の方程式を復元する方法についても、具体例を中心に調べた。さらに、他の方程式の
Riccati 拡張とはなっていない方程式であって、その次数が 3次関数的に増大するような具体例
を構成することができた。すなわち、Riccati 型拡張以外にも可積分性を保つような拡張がある
ということである。本研究では、そのような拡張手法の細かい解析まではたどり着くことができ
なかった。特異点閉じ込めを通過しない可積分系の全体像を得るためには、そのような拡張につ
いて解明することは避けて通ることができず、今後の重要な課題である。 
 
(4) 
express method の元となっている Halburd の手法について調べた。Halburd の手法をうまく偏
差分方程式に拡張した結果、方程式の次数が実際に予想できることを、数多くの具体例に対して
確かめることができた。さらに、いくつかの方程式の場合に、この手法によって次数が厳密に計
算できることを示すことができた。なお、この手法を用いて厳密に次数を計算しようとする際に
は大域的な特異点パターンの特定が必要になるが、その部分には、互いに素条件から得られる情
報を用いた。手法をより広いクラスの方程式に適用し、さらにその厳密性を保証することは、今
後の課題である。さらに、互いに素条件を示すことは容易でないため、この部分の手法の改善も
将来的には必要となる。 
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