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研究成果の概要（和文）：本研究では、非線形消散型波動方程式の解の大域ダイナミクスについて研究を行っ
た。特に、エネルギー保存が成り立つ分散型波動方程式で用いられてきた手法を、エネルギーが減衰する消散型
波動方程式に応用する形で研究を行った。エネルギー減衰の効果をうまく引き出すことで、分散型波動方程式よ
りも良い性質を示すことができた。例えば、時空間ノルム評価であるストリッカーツ型評価式の指数が広く取れ
ることや、それを用いることで消散型波動方程式の解の熱方程式の解への漸近オーダーなどを示した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we investigated the global dynamics of solutions to nonlinear
 damped wave equations. We applied the methods for dispersive equations and wave equations, whose 
energies are conserved, to damped wave equations, though the energy of damped wave equations is 
dissipative.  By using dissipation effect, we got better properties than those of dispersive 
equations. For example, we showed that the space-time norm estimates, called Strichartz type 
estimates, hold for broader exponentials and we got an asymptotic order to solutions of the linear 
heat equation for damped wave equations.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 消散型波動方程式　大域挙動　減衰　大域ダイナミクス

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、非線形消散型波動方程式の解の大域挙動について研究を行った。これまでも多くの研究者によっ
て、非線形消散型波動方程式の研究は行われてきた。それらの研究では、主に空間ノルムの減衰評価を用いるな
ど、熱方程式や波動方程式の研究で用いられる手法が応用されて行われてきた。本研究では、分散型波動方程式
における散乱理論などを応用する方向で研究を行った。従って本研究の学術的な意義は、これまで行われてきた
方法とは異なる方法でも非線形消散型波動方程式の解の大域挙動の研究にアプローチできることを示したという
点である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
偏微分方程式は，物理学などにおいて現象を表すモデルとして導入された，未知関数の偏導関数
を含む方程式である．例えば，量子力学の基礎方程式であるシュレディンガー方程式，波の伝播
を表す波動方程式，温度の拡散を表す熱方程式，電磁気学の静電場を記述するラプラス方程式な
ど，様々な方程式がある．それらの方程式について研究することは物理学だけでなく数学的にも
重要なものである．特に時間発展する現象を記述する偏微分方程式に対して，その解が時間発展
したときにどのような挙動をするのかを，すなわち解の大域挙動を明らかにすることは非常に
重要な問題であり，盛んに研究が行われている．モデルの多くは非線形の方程式で表され，従っ
て非線形性を解析する必要がある． 
2006 年，Kenig-Merle[1]によって，凝集コンパクト性と剛性定理を用いることによって，非線
形シュレディンガー方程式や非線形波動方程式の解の挙動を決定づける手法が開発された．研
究代表者は，彼らの開発した凝集コンパクト性と剛性定理による手法を用いて，いくつかの非線
形分散型波動方程式（上記のシュレディンガー方程式に代表される偏微分方程式のことを指す）
の解の大域ダイナミクスに関する研究を行ってきた．  
 
２．研究の目的 
 
研究代表者は，本研究課題を始める前に，非線形分散型波動方程式の解の大域ダイナミクスにつ
いて研究を行ってきた. 分散型波動方程式とは，上で述べた通り, 量子力学の基礎方程式であ
るシュレディンガー方程式や量子場の理論で現れるクライン-ゴルドン方程式など, 分散性と呼
ばれる性質を持つ方程式の総称である．これらの方程式はハミルトン形式で書かれ，従ってエネ
ルギーが保存する方程式である．一方で，物理学などにおいては，時間が経てばエネルギーが減
衰する現象もある．それらはエネルギー散逸系と呼ばれる．エネルギー散逸系といっても様々な
方程式があるが，本研究では，分散型波動方程式と類似な性質を持つ波動方程式に関連して，非
線形消散型波動方程式を考える．本研究の目的は，エネルギーが減衰するような，非線形消散型
波動方程式に関して，解が時間発展したときの挙動を調べることである．その際，エネルギー減
衰による効果がどのように影響するかを調べることが重要であると考えられる． 
 
３．研究の方法 
 
本研究では，非線形分散型波動方程式で用いられてきた手法を，非線形消散型波動方程式に応用
する形で研究を行う．分散型波動方程式はエネルギーが保存するが，消散型ではエネルギーが減
衰するため，その減衰の効果をどのように抜き出すかという方法は改めて考えなければならな
かった． 
 
４．研究成果 
 
(1).消散型波動方程式に対するストリッカーツ型評価式およびそれを用いたエネルギー臨界な
非線形項を持つ非線形消散型波動方程式の局所解の存在[2] 
 
分散型波動方程式や波動方程式においては，線形解の時空間ノルムに関する評価式として，スト
リッカーツ評価と呼ばれる不等式が知られている．本研究では，消散型波動方式に関する空間ノ
ルムの時間減衰を与える Lp-Lq 型評価式を用いて，時空間評価であるストリッカーツ型の評価
式を導出した．上述の通り波動方程式においてストリッカーツ評価式は知られていたが，この波
動方程式の場合の評価式よりも，消散型波動方程式のストリッカーツ型評価式は消散の影響に
より良くなることを示すことができた．  
さらにこの消散型波動方程式の評価式を用いて，エネルギー臨界な非線形項を持つ非線形消散
型波動方程式に対して，そのエネルギー空間（エネルギーが定義される関数空間）における初期
値問題の局所解の存在を証明した．また，初期値のエネルギーが十分小さいならば，解は時間大
域的に存在し，その解は０に減衰することを示した． 
 
(2)．端点ストリッカーツ型評価式および解の無条件一意性[3] 
 
(1)においてストリッカーツ型評価式を証明したが，時空間ノルムの指数がある種の臨界な場合
（端点ストリッカーツ型評価式と呼ばれる）には未解決であった．そこでその端点ストリッカー
ツ型評価式を証明した．さらにそれを用いてエネルギー臨界な非線形項を持つ非線形消散型波
動方程式がエネルギー空間において条件を余分に課すことなくエネルギー空間において一意で
あることを証明した． 



 
(3)．エネルギー臨界な非線形項を持つ非線形消散型波動方程式の減衰解の漸近挙動[4] 
 
ストリッカーツ評価式を用いることで，エネルギー臨界な非線形項を持つ非線形消散型波動方
程式の減衰する解が線形熱方程式の解に漸近しながら減衰していくことを示した．またその漸
近のオーダーも得た． 
 
(4)．非線形消散型波動方程式における非時間遅れ極限について[5] 
 
(3)の研究の通り，消散型波動方程式は熱方程式との関連も深い．実際，熱方程式は熱流束が温
度勾配に比例するという，いわゆるフーリエの法則を用いて導出される．一方で，フーリエの法
則の代わりに，時間遅れの効果を取り入れたカタネオの法則を用いる事で，消散型波動方程式が
得られる．逆に考えれば，時間遅れの効果を極限的に０とすれば，熱方程式が得られることにな
る．本研究では，エネルギー劣臨界な非線形項をもつ非線形消散型波動方程式を考え，その解が
時間遅れパラメータを０にする極限を取ったときに，対応する非線形熱方程式の解に収束する
ことを示した．このような研究は非線形分散型方程式の文脈でもすでに行われている．例えば，
非線形クライン-ゴルドン方程式の光速無限大極限を考えると対応する非線形シュレディンガー
方程式の解に収束することが知られている[6]．分散型波動方程式に対する議論では時間局所的
な収束しかわからないが，消散型方程式では方程式の消散効果を用いることで，解が減衰する場
合には時間大域的にも収束することを証明することができた． 
 
(5). エネルギー臨界な非線形項およびスケール不変な時間依存消散項を持つ消散型波動方程式
の時間無限大における解の挙動[7,8] 
 
(3)で述べた通り，消散項の影響で，エネルギー臨界な非線形項を持つ消散型波動方程式の解は
時間無限大で熱方程式の解に漸近する．これは消散効果がそれなりに強いことを意味している．
そこで，消散項の前に時間依存する係数を付けて時間によって消散効果が変化するような状況
を考える研究も行われている[9,10]．大雑把に言えば，消散項の前の時間依存する係数が時間無
限大で早く減衰する場合は消散効果が時間無限大ではなくなり波動方程式の解に漸近する．一
方で，係数が時間無限大で遅く減衰する場合は消散効果が時間無限大でも残っており，熱方程式
の解に漸近する．本研究では，スケール不変な時間依存消散項を持つエネルギー臨界な非線形消
散型波動方程式を考察した．このスケール不変な時間依存消散項は，上で述べた減衰の早さ・遅
さがちょうど釣り合う臨界なケースにあたる．この場合には，リュービル変換を用いることで，
リュービル変換後の解が波動方程式の解に漸近することを証明した．さらにその漸近オーダー
も明らかにすることができた． 
 
(6)．非線形確率消散型波動方程式の非相対論的・超相対論的極限[11] 
 
時空ホワイトノイズを持つ２次元トーラス上の複素係数消散項を持つ非線形クライン—ゴルドン
方程式を考え，それの非相対論的極限と超相対論的極限の収束について研究を行った．非相対論
的極限とは光速を無限大にする極限である．超相対論的極限は消散項の前の係数を複素係数か
ら実係数にする極限である．この研究により，物理学で知られていた極限操作を繰り込み法によ
って数学的に正当化することができた． 
 
(7)．1 次元空間上のデルタ関数をポテンシャルに持つ非線形シュレディンガー方程式の大域ダ
イナミクス[12,13,14,15] 
 
閾値における解の大域ダイナミクスを調べる手法を確立するため，1次元空間上のデルタ関数を
ポテンシャルに持つ非線形シュレディンガー方程式の大域ダイナミクスの研究を行った．この
研究により，奇関数解，偶関数解，一般的な解に対する，閾値における解の大域ダイナミクスを
明らかにした． 
 
 
※消散型波動方程式の解の大域ダイナミクスについて 
エネルギー臨界な非線形項を持つ消散型波動方程式の解に対する解の大域ダイナミクスについ
て，2023 年 12 月にプレプリントサーバーarXiv に草稿[16]がアップされた．それによれば，こ
の方程式の球対称な解に対して，時間無限大では解がソリトンの足し合せに漸近するという，い
わゆるソリトン分解予想が証明された． 
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