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研究成果の概要（和文）：本研究では、非有界な係数をもつ2階の楕円型作用素の理論の更なる発展と応用に注
力した。偏微分方程式の枠組みでは、線形問題の本質を解明し、それを非線形問題に対して応用する、というよ
うな立場をとる。
線形の枠組みの成果のひとつとして、有界領域上でのレリッヒ不等式がある。有界領域上で係数に特異性をもつ
楕円型作用素に対するもので，不等式が成立する必要十分条件を作用素がもつパラメータを用いて陽に表すこと
ができた。
また、偏微分方程式の線形・非線形問題への成果として、空間変数に依存する消散型波動方程式の線形解の長時
間挙動、非線形解の解の爆発に関する解析および大域解の存在等を扱った。

研究成果の概要（英文）：In this research, we focus our attention to the development and applications
 to the theory of second order elliptic operators with unbounded coefficients. In the flamework of 
partial differential differential equations, we try to find essentials of linear problems and to 
apply it to the corresponding nonlinear problems. 
One of the achievement in the linear problem is the Rellich inequalities in bounded domains. We 
found the necessary and sufficient conditions on the validity of Rellich inequalities with the 
Laplacian perturbed by the singular lower order terms. 
For the nonlinear problem, we discussed the large time behavior of solutions to linear wave 
equations with space-dependent damping terms, blowup phenomena and global existence for the 
corresponding nonlinear problems.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 非有界な係数をもつ楕円型作用素　消散型波動方程式　漸近展開

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非有界な係数をもつ2階楕円型作用素は様々な自然現象を記述する際に用いられる。この研究で、空間変数に依
存する消散型波動方程式の長時間挙動に非有界な拡散構造を見ることができた。これは既存の研究からは得られ
ない知見であり、同種の現象が他のモデルにも内在する可能性を示唆している。このことから、今後さらに非有
界な係数という枠組みの重要性が高まったと考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
非有界な係数をもつ 2 階楕円型作用素の理論を研究する流れは 2000 年頃からみられるよう

になり、研究代表者もその流れに乗って研究を進めてきた。本研究は、それらの理論の深化と偏
微分方程式への応用を模索するものである。 
 特に、空間変数に依存する摩擦項をもつ波動方程式の長時間挙動は、方程式自体には非有界性
を伴う因子は現れないものの、長時間挙動が満たす方程式には非有界拡散が現れる。楕円型作用
素の理論を中心に添え、この現象を俯瞰することを目標に掲げている。 
 
 
２．研究の目的 
 
上記に挙げた消散型波動方程式にかかわらず、偏微分方程式に内在する楕円型作用素の構造を
抽出する手法を確立することが本研究の主眼である。手法の確立を目指すうえで、注目すべき構
造をもつ消散型波動方程式からの抽出法の整備を目指した。 
 
 
３．研究の方法 
 
空間変数に依存する消散型波動方程式の解析方法はそれほど多くない。時間変数に依存する場
合は、フーリエ変換が強力な道具としてよく知られているが、本研究対象の場合は、エネルギー
法による解析が主流と思われる。このエネルギー法による解析法の深化の方向性を探る。 
 
関連する話題として、同方程式の非線形問題の解析を行う。非線形問題の解の爆発現象をとらえ
るための方法として、テスト関数法がある。このテスト関数法を用いた議論により、研究代表者
は池田正弘氏（理化学研究所・慶応義塾大学）との以前の共同研究で、（偶然にも）空間 2 次元
外部領域における特殊な現象を発見した。このテスト関数法の深化あるいは俯瞰する研究も急
務である。 
 
 
４．研究成果 
 
＜１＞2階楕円型作用素に関する関数不等式について 
 この項目では、非有界、特に特異な係数をもつ 2階楕円型作用素を含む関数不等式について扱
っている。以前の研究（G.Metafune 氏、C.Spina 氏との共同研究）では、空間のスケール構造に
着目することで、n次元ユークリッド空間上の（重み付き）レリッヒ不等式を扱ったが、その発
展として、本課題においてスケール構造をもたない n 次元ユークリッド空間の部分集合に対し
て同不等式を扱い、空間 L^p の指数 pを含む、すべてのパラメータに関する同不等式の成立条件
を導き出すことに成功している（G.Metafune 氏，L.Negro 氏，C.Spina 氏との共同研究）。 
 
＜２＞ 消散型波動方程式の非線形問題の爆発現象について 
 この項目は、テスト関数法の再考により得られた研究成果である。まず、時間変数に依存
する係数をもつ半線形消散型波動方程式の解のふるまいを調べた。この方程式は、摩擦係数
が早く減衰する場合・早く増大する場合・それ以外のそれぞれの場合に解の挙動が本質的に
変化することが知られている。ここでは、「それ以外」に分類されるより一般の係数に対し
て、解の最大存在時間を詳細に調べた（池田正弘氏、若杉勇太氏との共同研究）。 
 摩擦項がない場合の非線形問題にも（波動方程式の特徴を反映した）テスト関数法が確立
されているが、一般的な手法は同方程式の境界値問題には適用できない。本課題において、
単位球の外部という特殊な状況ではあるものの、半線形波動方程式の境界値問題に対して
適用可能なテスト関数法の枠組みを整備した（若狭恭平氏との共同研究）。また、波動方程
式のスケール構造を保つ特異な摩擦項およびポテンシャル項を含む場合は、Wei Dai 氏と久
保英夫氏との共同研究で扱っている。 
 また、非線形シュレディンガー方程式の解の爆発現象についても、テスト関数法による解
析が有効である。ここでは、宮崎隼人氏との共同研究で、空間遠方の初期値の情報を用いる
ことで、既存のテスト関数法による解の最大存在時間の評価を改良することに成功してい
る。 
 



＜３＞線形消散型波動方程式の長時間挙動 
 線形の消散型波動方程式の長時間挙動の解析手法として、時間変数に対する漸近展開を
行う方法がある。ｎ次元ユークリッド空間上の消散型波動方程式についてのみ知られてお
り、より一般的な枠組みでの漸近展開の構成法は知られていなかった。本課題の成果のひと
つとして、ヒルベルト空間上の微分方程式という抽象的な枠組みで、同等の漸近展開の構成
法を確立したことがある。同手法は時間および空間に依存する摩擦項をもつ消散型波動方
程式への応用も可能で、それらに対する漸近展開も本課題おいて確立した（空間に依存する
場合の研究は若杉勇太氏との共同研究）。 
 上で提案した漸近展開の手法は、ある種の特異極限問題にも応用可能であることがわか
ってきた。パラメータ付きの消散型波動方程式を考えると、極限の方程式として熱方程式が
現れることが知られている。誤差評価はすでに（1960 年代に）得られているが、その評価
に関する全く別の導出法を提案した（池畠良氏との共同研究）。 
 
＜４＞非線形問題の大域解について 
 この項目では、主に、重み付きエネルギー法によるべき乗型非線形項（未知関数の大きさ
の p 乗）をもつ消散型波動方程式の大域解の構成に焦点を当てている。 
大域解の存在・非存在を隔てる p の閾値を臨界指数というが、若杉勇太氏、西原健二氏と

の共同研究で扱ったのは、空間遠方で増大する摩擦項をもつ場合の非線形問題の臨界指数
の特定である（つまり、大域解の存在・非存在を扱った）。ここで用いたのはよく知られて
いる指数型の重みを用いたエネルギー法である。一方で、合流型超幾何関数を用いた多項式
型の重みを用いたエネルギー法による（摩擦係数が定数の場合の）大域解の構成も本課題で
の成果といえる。波動方程式のスケール構造を保つ特異な摩擦項を伴う場合も、結合定数が
ある程度大きい場合にべき乗型非線形項の臨界指数を特定している。 
 最後に、空間 2 次元外部領域の場合に、弱結合型の非線形熱方程式系に対して臨界ケー
スで大域解の構成に成功した。空間 2 次元全空間の場合には大域解の非存在が知られてお
り、この現象は 2 次元外部領域の特殊性が強く反映された現象と理解できる。 
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