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研究成果の概要（和文）：本研究の目標は，偏微分方程式に対するメッシュフリー数値解法として知られる基本
解近似解法を流体現象に応用することであった．結果として，Hele-Shaw問題に対して，その幾何学的変分構造
を漸近的な意味で保存する空間離散化を世界で初めて提唱し，その有用性を数学解析ならびに豊富な数値実験に
より確認した．また，極小曲面（特にPlateau問題）の個数を判定する高速高精度なアルゴリズムを設計し，そ
の極小曲面の収束解析を証明し，様々な具体例における有用性を示した．

研究成果の概要（英文）：The goal of this research was to apply the method of fundamental solutions, 
known as mesh-free numerical method for partial differential equations, to fluid phenomena. As a 
result, for the first time in the world, we proposed a spatial discretization for the Hele-Shaw 
problem that preserves its geometric variational structure in an asymptotic sense, and confirmed its
 usefulness through mathematical analysis and extensive numerical experiments. We also designed a 
fast and accurate algorithm for determining the number of minimal surfaces (in particular, the 
Plateau problem), proved its convergence to minimal surfaces, and demonstrated its usefulness in 
various concrete examples.

Translated with www.DeepL.com/Translator (free version)

研究分野： 偏微分方程式の数値解析

キーワード： 基本解近似解法　Hele-Shaw問題　極小曲面　Plateau問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
基本解近似解法は，そのスキームの簡便さ故に主に工学分野で多く応用されてきたが，流体現象を記述する問題
に対する応用にはあまり成功していなかった．本研究では，Hele-Shaw問題に対する応用により移動境界問題に
対する基本解近似解法の有用性を実証することに成功した．また，高精度であることを活かした極小曲面の数値
計算アルゴリズムを提唱しその解析に成功したことで，極小曲面の滑らかな近似を，理論保証込みで初めて可能
とした．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 基本解近似解法（Method of Fundamental Solutions, MFS）は，Laplace 方程式など線型同次
偏微分方程式に対するメッシュフリー数値解法である．MFS はその名の通り，近似解を対象とな
る微分作用素の基本解で，特異点を問題領域の外部に持つものの線型結合で与える．線型結合の
係数は，選点法や最小二乗法で決定する．つまり，MFS においては領域のメッシュ分割が不要で
あり，実装は極めて容易である．さらに，MFS の理論面での大きな特徴として，代表的な数値解
法である有限要素法や差分法と比べて，汎用性では劣るものの，“ある条件下では誤差が近似点
の数について指数的に減衰する”ことが数学的に示されている．しかしながら，メッシュ分割が
不要であることに起因して，MFS の数学解析は非常に困難である．その中で，日本の研究グルー
プが現在に至るまで理論研究において世界をリードする結果を出し続けている．その一方で，
MFS の応用研究は世界的に盛んに研究されており，様々な問題に対して良好な数値的結果が示さ
れてきた．従って，数ある数値計算結果を支持する数学理論（近似解の存在，誤差評価）を整備
することは非常に重要であり，本研究代表者は，MFS の数学理論に関した結果を複数出してきた．
また，応用の観点から見れば，数学理論を理解している研究者が，それに基づいて様々な問題に
対して有用な MFS ベースの数値計算スキームを構築することも重要である． 
 Hele-Shaw 問題は，Henry Selby Hele-Shaw により提唱された，完全流体に対する粘性流体に
よる実験・数理モデルであり，また，工学の世界で重要な問題となるフィンガリング現象のメカ
ニズムを解明するための最もシンプルなモデルの 1つである．そのために，現在に至るまで，数
学・物理・工学など各方面において世界的に研究されてきている．点渦力学系は，乱流現象を理
解し制御するための 1 つの切り口として欠かすことのできない視点を与え続けるものである．
流体現象自体も非常に豊富な研究対象であることから，その研究は熾烈であり続けている． 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，解の挙動の数学的な解明が未だに困難な問題に対して，MFS を用いた簡潔か
つ高精度な数値計算スキームを構築することである．さらには，そこから数学的に質の良い推測
を提示し，数学解析にも貢献する．そのために，研究期間内での具体的な研究到達目標を次のよ
うに設定した． 
(1) Hele-Shaw 問題に対する構造保存型数値解法 
(2) 極小曲面上の点渦力学系 
 (1)について：Hele-Shaw 問題は，定式化自体は至ってシンプルでありながら，様々な流体現
象を再現することが知られており，いろいろな立場から盛んに研究されてきた．特に，数値解析
の立場からも多くの数値計算スキームが提案されてきたが，構造保存の観点から研究している
ものはほとんど存在しない．方程式を離散化した後でも，元の構造を離散的な意味で保存するこ
とを要請するのは自然であり，現在に至るまで，構造保存型数値解法の文脈で膨大な研究が存在
する．しかしながら，それらは “固定領域上” の偏微分方程式を対象としており，本課題のよ
うに “時間変化する領域” 上の偏微分方程式には，いずれの技法も適用できない．その意味
で，本研究により得られる MFS を応用した構造保存型数値計算法は，単に MFS の応用先の大幅な
拡張という面だけではなく，構造保存型数値計算法の観点で見ても今までになかったアプロー
チとなり，様々な方面への波及効果が大きく期待される． 
 (2)について：点渦力学系は，乱流のような複雑な流体現象を理解するための入り口となる研
究テーマであり，その研究は熾烈を極めている．数学的には，流体内の点渦は Dirac のデルタ関
数として捉えられ，その時間発展方程式は Hamilton 系となる．つまり，点渦力学系の研究は多
体問題にも関連してくるものであり，力学系の観点から見ても非常に興味深い研究対象である．
先行研究では，平面内，球面，回転対称な多様体など，比較的扱いやすいトポロジーの下で研究
がなされてきた．従って，石鹸膜のような極小曲面上の点渦力学系に対しては，興味深くかつ重
要な研究テーマでありながら，今までに研究成果はほとんど出ていない．本研究により得られる，
MFS を用いた高速・高精度な極小曲面上の点渦力学系の数値計算スキームは，今までに捉えるこ
とのできなかった点渦の振る舞いを調べることを可能にする．さらに，本研究成果は，多体問題
の非線型力学系による理論展開の足がかりとなることも期待される． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1)について：Hele-Shaw 問題は，境界条件が曲率に比例する Laplace 方程式の Dirichlet 境

界値問題の解として圧力が定まり，その法線方向微分に比例して境界が変形する移動境界問題
である．見た目はシンプルながらその数値計算は決して簡単ではなく，具体的には以下の問題点



が生じる． 
 境界をどのように表現するか？ 
 曲率をどのように近似するか？ 
 Laplace 方程式の Dirichlet 境界値問題をどのように解くか？ 
これらの問題に対し，以下のように取り組むのが有用であると考えた．境界を多角形曲線により
表現すると，境界の時間発展は頂点の時間発展，つまり連立常微分方程式系に帰着される．この
場合，曲率を通常の微分幾何の意味で定義するとほとんど至る所で 0となってしまい，全く意味
のないものとなってしまう．そこで，移動境界問題における幾何学的変分構造に着目する．特に，
曲率が周長の第一変分として捉えられることに着目し，この関係を適切に離散化することによ
り，多角形曲線に対する曲率の概念を自然に導入できると考えられる．これらの設定の下で，多
角形領域における Dirichlet 境界値問題を定義でき，それは MFS により計算できる．この場合で
もどのように点を配置するかという問題が生じるが，多角形領域に対しては辺上で法線方向を
自然に定義できるため，その方向に特異点を配置すれば良いと考えられる． 
 (2)について：極小曲面上の点渦力学系を考える上で，そもそも極小曲面をどのように数値計
算するかを考えなければならない．極小曲面は，調和かつ等角な曲面であり，調和曲面は MFS に
より数値計算することが可能である．そこで，調和曲面を MFS により与え，等角性の条件を記述
する汎函数の最適化問題を解くことにより曲面を変形していくことにより，その極限として極
小曲面の MFS による滑らかな近似が得られると考えられる．また，極小曲面は一般に一意ではな
く，例えば Enneper wire を境界条件とした場合は 3つの極小曲面が存在することが知られてい
る．これら 3つの曲面を全て数値計算により求めるために，初期値をランダムに与えて上述の最
適化問題を計算すれば，初期値に応じて収束先が代わり，全ての極小曲面を得られるのではない
かと考えられる． 
 
 
４．研究成果 
 
(1)について： 
① 上述の方法に則った研究により，MFS を用いた Hele-Shaw 問題の数値計算スキームを構築

することに成功した．特に，多角形曲線に対する曲率を周長の第一変分として見て定義し，
また接線方向速度を一様配置法により与えることで各頂点間の辺の長さを一定にすること
で，面積に対する幾何学的変分構造は厳密に満たし，周長と重心に対する幾何学的変分構
造は 1 次の誤差付きの意味で漸近的に満たすことを証明することができた．これは，矢崎
成俊氏（明治大学）との共同研究の成果である． 

② MFS における点配置の問題に，等角写像の数値計算アルゴリズムの提案を兼ねて取り組み，
実用的に有用である天野の方法が，理論的な枠組みで用いられている等角写像による配置
の近似であることを証明した．これにより，天野の方法の利用が正当化され，点配置の問題
における進捗を産むことができた． 

③ ① の数値計算スキームを，磁場の影響がある Hele-Shaw 問題に拡張し，体積保存型の数値
計算スキームを構築することに成功した．これは，下地優作氏（明治大学），矢崎成俊氏（明
治大学）との共同研究の成果である． 

(2)について：上述の方法に則った研究により，MFS を用いた極小曲面の数値計算アルゴリズム
を提唱した．特に，頂点数を無限大にする極限で MFS による近似曲面が極小曲面のいずれかに収
束することを証明することに成功し，実際に，豊富な数値実験により複数の極小曲面を数値計算
することに成功した．これは，清水雄貴氏（東京大学）との共同研究の成果である． 
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