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研究成果の概要（和文）：本研究では、頑健な（脆弱な）ネットワーク構造と次数相関の関係を明らかにするた
め、次の研究を行なった。1. (u, v)-フラワーと呼ばれるモデルネットワーク上のボンドパーコレーションを解
析的に取り扱い、転移点のモデルパラメータ依存性を調べることで、ネットワーク頑強性と長距離構造の関係を
明らかにした。2. (u, v)-フラワーと同等の隣接次数相関をもつネットワーク上のパーコレーションを母関数法
を用いて解析し、臨界特性を調べた。その結果新奇な臨界特性を確認した。3. パーコレーション過程によって
発現する次数相関を解析した。 

研究成果の概要（英文）：To clarify the relationship between the optimal structure of robust (or 
fragile) networks and degree correlations, the following studies have been performed: 1. Bond 
percolation on a model network called (u, v)-flower has been analytically treated and the model 
parameter dependence of the percolation transition point has been investigated.; 2. Percolation on a
 network with the same nearest-neighbor degree correlation as (u, v)-flower has been analyzed using 
the generating function method to investigate the critical properties; 3. The degree correlations in
 networks generated by the percolation process have been analyzed.

研究分野： 統計物理
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、最大負次数相関ネットワーク上のパーコレーション問題を扱い、その頑健性を解析的に評価した。
ネットワーク上のパーコレーション問題が故障や攻撃に対するネットワークの頑健性の数理モデルとして用いら
れるため統計物理学的興味に加え工学的応用面でも重要な結果を与えている。また、ネットワークからノードや
エッジをランダムサンプリングしたときに、連結成分に次数相関が発現することを解析的に示した。これは連結
成分の抽出という操作によって大きなバイアスが生じることを意味しており、実ネットワークのサンプリング問
題のデザインに注意を払う必要であることを示している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

 
従来の物理学で扱われる複雑構造がユークリッド空間に埋め込まれているのに対し、近年高

い関心を集めている複雑ネットワークと呼ばれる系には、ユークリッド距離が定義されておら
ず、トポロジカルな性質が系の複雑さを支配している。系を構成する離散要素(ノード)と、それ
らの間の関係(エッジ)が定義できれば、どのような系であれネットワークとみなすことができる
ため、インター ネット、人間関係、神経網など、極めて広い領域に渡る複雑系をネットワーク
として記述することができる。複雑ネットワークにおいては、ユークリッド距離が定義されない
ため各ノードの結合数には制約がない。このことに起因して、各ノードが有するエッジ本数(次
数)には大きな揺らぎが許され、現実の多くのネットワークは次数分布がベキ関数に従うスケー
ルフリー性を有していることが知られている。さらに、結合数である次数が大きく揺らぐために、
“次数相関” と呼ばれる格子系にはみられない新奇な相関が発現する。次数相関は端的には、
任意抽出したエッジ両端のノードが有する次数間の結合確率で表現され、これにより表現され
る次数相関は隣接次数相関と呼ばれる。任意抽出したエッジ両端の次数が近い傾向が強い性質
を正の次数相関、両端次数の差が大きい傾向を負の次数相関と言う。隣接次数相関の強さはピア
ソン相関係数やスピアマン相関係数によって指標化される。 
ほぼ全ての現実ネットワークが次数相関を有していることから、隣接次数相関がネットワー

クの有する性質にどのような影響を与えるかについて、これまで研究がなされている。特に、ネ
ットワーク上のパーコレーション問題は、現実ネットワークが故障や攻撃にどの程度耐えられ
るかという頑健性の数理モデルとして用いられるため、統計物理学的観点のみならず工学的応
用の面でも注目を集めている。従来の隣接次数相関と頑健性の関係解明に関する研究において
は、主に相関係数とパーコレーション転移点の関係が論じられており、正の次数相関がネットワ
ークを頑強化させることが知られている。どのような構造がネットワークを頑強化（あるいは脆
弱化）させるかをより深く理解する必要がある。また、次数相関を有するネットワーク上のパー
コレーション転移は、格子系のものや無相関ネットワークのものと違った臨界的振る舞いを示
しうることも報告されている。 
エッジ両端のノードの次数によってのみ表現される隣接次数相関は次数相関のうち最も低次

のものを扱っているに過ぎない。現実ネットワークにおいては、エッジで直接つながっていない
ノード間の次数の間にも相関(長距離次数相関)があることがこれまでのいくつかの研究で指摘
されている。ここで、ネットワークにおける距離はノード間を結ぶ最小エッジ本数で定義される。
その意味で、隣接次数相関は距離 1 の長距離次数相関と言える。しかしながら、高次相関である
長距離次数相関がネットワークの構造頑強性に与える影響に関してはこれまで一切の議論がな
されたことがなく、最も頑強(あるいは脆弱)なネットワーク構造は現在のところ明らかにされて
いない。 
 
２．研究の目的 

 
従来のネットワークの次数相関と構造頑健性の間の関係解明の問題は、隣接次数相関の枠組

みの中で議論されてきた。しかしながら、現実ネットワークはより高次の長距離次数相関を有し
ている。このことは、これまでのネットワークの頑健性の研究が、取りうるネットワーク構造で
定義される全集合の部分集合の最適化問題にとどまっていたことを意味する。従来考えられて
きたネットワーク集合よりも大きな集合の下で、与えられたネットワークが最も頑強(脆弱)とな
るネットワーク構造を解明することが求められる。そのため、本研究ではまず、長距離次数相関
の有無や強度がネットワークの頑強性に影響することを示す。次いで、長距離次数相関を持つ場
合とそうでない場合のネットワークの頑強性、パーコレーション転移を比較することで長距離
次数相関の重要性を確認する。また、パーコレーション過程によって生じる次数相関に関して論
じる。 
 
３．研究の方法 

 
本研究では与えられたネットワークのノード（エッジ）がある確率で占有するサイト（ボンド）

パーコレーションを扱う。確率がある閾値を超えるとネットワークサイズに比例した巨大連結
成分が出現する。この臨界閾値（パーコレーション転移点）を評価することでネットワークの頑
強性を評価する。またパーコレーション転移点近傍での臨界挙動を調べる。ネットワークモデル
は(u, v)-フラワーとそれに関係したランダムネットワーク及び、コンフィグレーション・ネッ
トワークを用いる。また、一部の課題では多層ネットワークという複数のネットワークが層状に
つながっているネットワークを用いた。主な解析手法として、平均場近似、生成母関数法、繰り
込み群方程式によって解析的に取り扱い、それらの結果はモンテカルロ・シミュレーションによ
る数値実験により検証した。 
 
 
 
 



４．研究成果 
  
本研究による成果は以下の通りである： 
(1) ハブ間距離がパーコレーション転移点に与える影響 

(u, v)-フラワーと呼ばれるフラクタル性を有するネットワークモデルは、その構造がパラメー
タ u, v によって決定する。u+v=一定の下で、(u, v)-フラワーの次数分布関数は保存され、uの
値の大きさによって、そのハブノード間の距離が制御される。(u, v)-フラワーは再起的な入れ
子構造からなるため、隣接の次数相関を超えた長距離の次数相関を有する。このネットワークモ
デル上のパーコレーション問題を世代 nにおけるルートノード間の接続確率 Pnに関する繰り込
み方程式として表現し、熱力学極限を解析した。ハブノード間の距離が近いほどボンドパーコレ
ーションの転移点は大きな値になることを明らかにした。このことは、ハブノード間距離が大き
いほどネットワークは頑健であることを意味する。隣接次数相関のみを考えた場合は（ハブ間が
直接接続している傾向が強い）正次数相関がネットワークを頑健化することを考えると、本結果
は長距離相関を考えることで初めて示された結果である。本結果に関してはさらに研究を進め、
適当な論文誌へ公表する予定である。 
 
 (2) (u, v)-フラワーの隣接次数相関を保存したランダムネットワークの頑強性と臨界性 
(u, v)-フラワーからランダムにエッジを二本選びエッジ端のノードを入れ替えるスワップ操作
を十分に行うことで(u, v)-フラワーと同じ次数分布関数をもつランダムネットワークを作るこ
とができる。また、エッジ両端の次数ペアが同じとなるエッジをスワップすることにより、(u, 
v)-フラワーの隣接次数相関を保存した隣接次数相関ネットワークを実現できる。２つのランダ
ム化されたネットワークと(u, v)-フラワーのパーコレーション転移を比較することで、同じ次
数分布関数のもとで次数無相関、隣接次数相関、長距離次数相関をそれぞれもつネットワークの
パーコレーションを議論した。特に、隣接次数相関ネットワークに関して、生成関数法を用いて
解析的にパーコレーション臨界特性を調べた。その結果、(u, v)-フラワー様の隣接次数相関を
有するネットワーク上のパーコレーション臨界特性が、無相関ネットワーク上のものとも(u, 
v)-フラワー上のものとも違う新奇な臨界的振る舞いであることが明らかとなった。また、解析
結果の正当性を有限サイズスケーリングを用いた大規模数値シミュレーションによって確かめ
た。(u, v)-フラワー様の隣接次数相関は最大負次数相関を実現することがわかっており、本研
究により、隣接次数相関の意味での最適構造の頑健性・臨界特性が明らかにされたこととなる。
本結果については学会で発表を行い、欧文誌から論文が出版されている。 
 
 (3) パーコレーション過程により生じるネットワークの次数相関評価 
ネットワーク上のパーコレーション過程は、未知のネットワークから無作為にノードあるいは
エッジを選び出しネットワークを観測するサンプリング問題と考えることができる。一般に、サ
ンプリング方法によって、サンプリングバイアスが生じることが指摘されている。この研究では、
次数無相関なコンフィギュレーション・ネットワークを母体としたパーコレーション過程を考
え、生成される巨大連結成分のみの構造に着目した。生成関数法を用いることにより、巨大連結
成分の次数相関を解析的に特徴付け、「次数無相関なコンフィギュレーション・ネットワークは
その次数分布によらず、巨大連結成分は負次数相関を持つ」ことを数学的に証明した。本結果の
正当性は数値シミュレーションによって確かめられている。本研究により、母体がランダムであ
ってもパーコレーション過程によって抽出される連結成分には次数相関があることが示され、
ランダムサンプリングから連結成分に着目することでバイアスが生まれることが示された。本
研究については国内外の学会で発表を行い、欧文誌から論文を出版している。また、より現実の
ネットワーク構造に近づけた、次数相関と三角形を含むネットワーク上のパーコレーション問
題も扱い、同様の結果がロバストに観測されることを示した。本結果については現在欧文誌で査
読中である。さらに、次数無相関なコンフィギュレーション・ネットワークから生成される巨大
連結成分に関しては長距離次数相関が解析できることがわかった。本結果については論文を準
備中である。また、巨大連結成分の長距離次数相関が分かったことにより、長距離次数相関を持
ったネットワークモデルの提案につながると考えている。これについては現在も研究を続けて
いる。 
 
 (4) 強相関ネットワークのパーコレーションの解析的取り扱い 
これまでにいくつかのグループが強相関ネットワーク上のパーコレーション転移の数値シミュ
レーションを行なっている。大規模数値シミュレーションが困難なこともあり、それぞれの結果
が一致していない現状にある。そのため、理論的な取り扱いが求められている。従来の次数相関
ネットワークのパーコレーションを解析的に取り扱う解析手法の適用が困難なため、新たな手
法が必要となる。本研究では、上記のネットワーク上のパーコレーションを扱うために層状ネッ
トワークのフレームワークを援用し、問題を定式化した。臨界特性の解析に現在取り組んでおり、
今後研究を続けていく必要がある。 
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