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研究成果の概要（和文）：整数論における重要問題の一つとしてLanglands対応がある．このLanglands対応，そ
の中でも法p Langlands対応に対して，簡約群の法p表現を調べることを通じて貢献をすることを目的として本研
究を行ってきた．特に，超特異表現と呼ばれるクラスの表現が現状殆ど理解できていないため，これに対する知
見を増やすことが目標であった．本研究では，超特異表現を調べる際に重要であると思われる簡約群の代数的な
表現に関していくつかの知見を得た．

研究成果の概要（英文）：Langlands correspondence is one of the most important problems in number 
theory. The aim of this project is, by studying modulo p representations of reductive groups, to 
make a contribution to Langlands correspondence, especially modulo p Langlands correspondence. Among
 modulo p representations, a class called supersingular representations are still mysterious and I 
tried to study such representations, I got some results on algebraic representations of reductive 
groups which is important to study supersingular representations.

研究分野： 表現論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Langlands対応は整数論に始まり，表現論や数理物理など多くの分野と関連し現在では巨大な理論として多くの
研究者により研究が行われてきている．また，簡約群の代数的な表現論も近年急速な発展を見せており，注目さ
れている理論である．本研究はこれらの理論，特に後者に対して，主に組み合わせ論的な側面から新たな知見を
与えることができた．関連する研究が他の研究者により行われたことを考えても，一定の学術的意義のある結果
を得ることができた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

代数体の Galois 群の表現と保型表現の対応，またはその局所版として局所体の Galois 群の表
現と既約許容表現との対応を主張する Langlands 対応は，その理論の壮大さ，応用の幅広さか
ら，整数論，表現論における大問題の一つとして多くの研究者により調べられている．もともと
は複素数体上の表現の対応を主張するものとして定式化され，多くの研究が行われてきた．一方，
その変種として，ｐ進体の場合に標数𝑝の体の上の表現の対応を主張する，局所法𝑝 Langlands

対応が今世紀に入る頃から考えられてきた．もともとの理論と比べて，一般的にはまだ定式化も
されていないなど，まだまだ未熟であり今後の発展が見込まれる理論である． 

この局所法𝑝 Langlands 対応の簡約群の表現論サイドが本研究計画の研究対象である．特に，
簡約群の既約許容法𝑝表現の分類を一つの目標として定める．𝐺𝐿2(ℚ𝑝)の場合にはこの分類は完
成されており，この場合には局所法𝑝 Langlands 対応も満足いく形で確立されている．しかし，
完全な結論が得られているのは本質的にこれと同等な場合のみである． 

一般に，簡約群の表現に対して放物型誘導という構成方法がある．これは法𝑝表現に限らず
様々な設定で可能な強力な構成法であり，法𝑝表現においてもその強力さは変わらない．ただ，
これによりすべての表現が得られるわけではない．そこで，放物型誘導により得られない既約表
現を超尖点表現と呼ぶ．これらの概念により，既約許容表現の分類を超尖点表現の分類と，そこ
から放物型誘導で得られる表現の解析にわけることができる． 

後者については，まず𝐺𝐿2(𝐹)（ただし𝐹は𝑝進体）の場合に Barthel-Livné により解決され，
さらに Herzig により𝐺𝐿𝑛(𝐹)の場合に拡張された．その後様々な部分的な結果を得て，私と F. 

Herzig，G. Henniart および M.-F. Vignéras により一般の簡約群に対して満足いく形での解
決がなされた． 
従って既約許容表現の分類は超尖点表現のそれに帰着される．しかし，既約許容超尖点表

現の分類については現状𝐺𝐿2(ℚ𝑝)の場合を除き完成されている場合はなく，それどころか殆ど
その様子は理解されていないといってよい．いくつかの性質や，また特別な性質を満たす既約表
現の存在が証明されていたりはするが，応用上必要なレベルの理解まではほど遠い． 

 

 

２．研究の目的 

本研究計画では，この超尖点表現の一つを具体的に構成することを目標とする．先に述べたと
おり，超尖点表現については特別な性質を満たす表現の存在が知られていたり，また任意の簡約
群は既約許容超尖点表現を持つことが示されている．しかし，それらの証明は途中に選択公理を
挟むなど超越的な構成に依っており，できあがった既約表現がどのようなものであるかは見え
にくい．そこで，本研究では既約超尖点表現のより具体的な構成を得ることを目標とした． 

 

 

３．研究の方法 

Paškūnas は𝐺𝐿2(𝐹)の場合にとある既約許容超尖点表現が存在することを，Bruhat-Tits 樹木
上の係数系を用いて証明した．その後様々な既約超尖点表現の存在が示されたが，その証明はほ
ぼこの Paškūnas による方法を踏襲している．そこで，Paškūnas の方法をより詳細に解析するこ
とで具体的な構成を行う． 
 
 
４．研究成果 

𝐾 =  𝐺𝐿2(𝒪)（ただし𝒪は考えている𝑝進体の整数環）と自然数𝑚 に対して𝐾𝑚上の関数からな
る空間ℱを考える．Paškūnas はここに𝐺 =  𝐺𝐿2(𝐹)の作用を定め，うまい部分表現を得ることで
既約超尖点表現を構成した．ただし，ℱへの𝐺作用の入れ方や，部分表現のとり方は多くあり，
適切な作用や部分表現をとる必要がある．  
まずは𝐾の元を具体的にとることで，ℱの𝐾表現の構造をもとにして𝐺の作用などを具体的に見

ることを試みた．これについて，最初にとった元があまり難しくない形の時にはいくつかの具体
的結果を得ることができたが，まとまった結果となるような計算はできなかった．これはℱの構
造自身が複雑なためであり，やはり何かしら体系立った理論を背景とした手法が必要であると
これらの計算を通じて感じた． 
そこで，さらに𝐾表現としての構造を効果的に使うことを試みた．特に𝐾の商である𝐺𝐿2(𝒪/

𝜛𝒪)（𝜛は𝒪の極大イデアルの生成元）の表現論が，Paškūnas らの以前の計算からしても重要で
あると思われた．そこで，この群の表現論を調べることとした．𝐺𝐿2(𝒪/𝜛𝒪)の既約表現は𝐺𝐿2の
代数的な表現の制限により得られる．近年，Williamson らにより正標数における簡約群の代数
的な表現の理論が進んでいるという追い風もあった．近年の研究では Hecke 圏と呼ばれる圏が
重要であり，正標数の代数群の代数的な表現の組み合わせ論的な部分がこの Hecke 圏により統



 

 

制されることがわかってきている． 
そこで私は一般に簡約群の Frobenius 核の表現論を考察した．簡約群の Frobenius 核はもと

の簡約群の表現の，特に既約表現に関する部分の情報をある程度保っており，その表現圏を調べ
ることは簡約群の表現圏を調べるのに有効である．この Frobenius 核の表現圏（正確には
Frobenius 核と極大トーラスの作用を同時に考えた表現の圏）には Andersen-Jantzen-Soergel
による組み合わせ論的な記述がすでに存在する．私はこの組み合わせ論的記述をさらに Hecke 圏
に近い形での記述に書き換えることにより，Frobenius 核の表現圏の主ブロックに Hecke 圏が作
用することを示した．この結果については論文としてまとめ現在投稿中である． 
さらに Frobenius 核の表現圏を調べるために，その Koszul 双対について考察した．Beilinson-

Ginzburg-Soergel により圏𝒪の Koszul 双対性が発見されて以降，その形は表現論における様々
な場所で発見されている．代数群の表現圏においても Achar-Makisumi-Riche-Williamson によ
り Koszul 双対性が発見されており，彼らはそれの系として傾加群の指標公式を証明した．私は
Frobenius 核の表現圏の Koszul 双対がモーメントグラフの理論により記述されるのではないか
と思い，その定式化・証明を試みた．全体としての定理の形とその証明はある程度整ったものが
見えてきたのだが，細かい部分の問題が解決仕切れず，補助事業期間中に完成した結果を出すこ
とはできなかった． 
当初の目標であった超尖点表現の具体的な構成を行うことはできなかったが，代数群の代数

的な表現，特に Frobenius 核の表現論に関して思いがけない進展を得ることができた． 
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