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研究成果の概要（和文）：有限ネットワーク列の極限に現れる空間を、解析的な視点からの特徴

付けを行い、Gromov-Hausdorff 収束と De Giorgi の変分収束の両方の視点から有限ネットワー

ク列の収束理論を展開する。関連して、無限ネットワーク上のレジスタンス形式に関する倉持

コンパクト化を研究し、ディリクレ有限調和関数族に関する体系的な研究を行う。 

 
研究成果の概要（英文）：We begin with clarifying spaces obtained as limits of sequences 
of finite networks from an analytic point of view, and discuss convergence of finite 
networks with respect to the Gromov-Hausdorff distance and variational convergence after 
De Giorgi. Relevantly to convergence of finite networks to infinite ones, we investigate 
the space of harmonic functions of finite Dirichlet sums on infinite networks and their 
Kuramochi compactifications.  
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１．研究開始当初の背景 

M.Gromov によってリーマン多様体の
収束，もっと一般に距離空間の収束とい

う概念が導入されて以来，数多くの研究
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者によって，リーマン多様体の収束に関

する研究がなされ，現在も深化している．

たとえばリーマン多様体の極限と収束

列の関係，そしてその考察から得られる

リーマン多様体自身の構造の解明が，曲

率のピンチング条件，上からあるいは下

からの有界条件，L^p ノルムに関する有

界性，アインシュタイン計量などの性質

の理解を大きく前進させた．また，多様

体という空間を含むより広い範疇での

幾何学の必要性と可能性も，このリーマ

ン多様体の収束理論を通して明らかに

なりつつあり、他の分野と関わりながら，

新たな研究課題を提供している．たとえ

ば，リーマン多様体はその自然な距離を

備えた距離空間であると同時に，関数空

間上の自然なディリクレエネルギー汎

関数による典型的なディリクレ空間で

ある．ディリクレ空間の理論は，確率過

程の理論と深く関わりながら以前から

研究されており，このような視点やスペ

クトル幾何の視点からの収束理論の展

開 は 重 要 な 課 題 で あ る ． 

一方，いわゆるフラクタル集合も対象

として含む測度距離空間上のソボレフ

空間の定義とその基本的性質の導出，

（対数）ソボレフ不等式，ポアンカレ不

等式，熱核評価，放物型ハルナック不等

式などの関数不等式に関する研究が，幾

何学，実解析学，および確率論を専門と

する研究者によって精力的に進められ

ている． 

２．研究の目的 

Gromov-Hausdorff 収束は距離空間の有

限グラフ近似に関するものであるが、本

研究において，リーマン多様体や距離グ

ラフを含む重要な測度距離空間からな

る集合を，変分原理に基づいた収束の概

念，たとえば de  Giorgi のガンマ収束

理論と，関連する関数不等式を用いて研

究し，その応用を目論む． 

従来の収束理論では、２次元以上の空

間とその極限を対象とし、とくに次元が

下がる現象（崩壊現象）に研究の重点が

置かれている。この研究では,１次元（よ

り一般に２次元未満の非整数次元）の空

間 の 変 分 収 束 も 研 究 す る ． 

具体的には，距離グラフ，あるいは 

 その部分空間，したがって離散的ネットワ

ークも含む空間の族とそれらの上の自然

なエネルギー形式から定まるレジスタン

ス距離（有効抵抗が定める距離）に関する

Gromov-Hausdorff 収束およびエネルギー

形式の一様位相に関する変分収束を導入

し，それらを研究する．実際シェルピンス

キーガスケットを代表的例として含むあ

るクラスの自己相似集合とそのラプラシ

アンに関する研究が進められているが，本

研究では，それらの集合は有限ネットワー

クの列のレジスタンス距離に関する

Gromov-Hausdorff 収束極限であるとして

捉え，すでに研究されているある種の自己

相似集合を含むより広いクラスのものに

ラプラス作用素を定義し研究する． 

また，固定された有限個の頂点をもつ

グラフあるいはその上のマルコフ連鎖

の列のある種の変分収束が既に導入さ

れ，有限グラフ上のシュレーディンガー

作用素のスペクトルを用いたグラフの

不変量の研究に応用されていること，お

よび距離グラフのスペクトルに関して

は，物理現象や化学現象とも関連する問

題を含み，様々な研究が行われているこ

とに注目する．それから無限グラフ（ネ

ットワーク）も，有限なもののレジスタ

ンス距離に関する極限であるが，この視



 

 

点から無限グラフの解析的なコンパク

ト化を捉え，さらに非コンパクトリーマ

ンあるいはサブリーマン多様体のグラ

フによる粗等長近似に関して，新たな問

題と手法を提供する．すなわち，本研究

では，グラフの(われわれの意味での)

変分収束及びスペクトル収束という独

自の視点から，グラフのスペクトルおよ

び幾何的構造やその上のマルコフ連鎖

の収束問題などへの新しいアプローチ

を提供することを目指す. さらに距離

グラフ上の自然なエネルギー形式と測

度，およびそれらに付随したラプラス作

用素に限らず，頂点での様々な境界条件

を満たす作用素に関してもスペクトル

収束理論を展開する． 

３．研究の方法 

いくつかのキーワードに沿って研究の方

法について説明する。 

(1)有効抵抗- ネットワークには、測地 

的距離と有効抵抗という２つの距離が定

まる。ともにそれぞれに関する等長写像 

であることとネットワーク同型写像であ

ることは同値である。 したがって測地 

距離と同様に有効抵抗もネットワークを

研究する際の重要な役割をもつものであ

る。とくに有効抵抗はエネルギー形式を 

決定する。このことから有効抵抗を用い 

た収束位相を用いた方法を採用する。 

(2)スペクトル埋め込み－ネットワーク列

やより一般の測度距離空間の列の収束を

研究する際、それらを一つの大きな空間 

に埋め込んで考えることは有効である。 

本研究では、ラプラス作用素のスペクト 

ル分解にヒントを得て、ヒルベルト空間 

に距離をコントロールした埋め込みを実

行して、その空間内での収束と有効抵抗 

を用いた収束位相を比較しながら研究す

る。  

(3)倉持境界－スペクトル埋め込みによる

無限ネットワークの境界は、実は倉持境界

であることが明らかとなった。したがって

収束理論を展開する際、倉持境界自身を研

究する必要がある。この境界は５０年近く

前に研究対象として現れたものであるが、

性質や他の境界との関係、具体的例などに

ついて実際あまり多くの研究成果はない。

本研究では、この境界の基本的性質を導き、

収束極限の解析に応用する。 

(4) 擬等長－リッチ曲率が下から一様に有

界で、単位球体の体積が一様に正の数で押

えられた非コンパクト完備リーマン多様体

は、そのネットを考えることによって、あ

る有界次数の無限グラフと擬等長であるこ

とが知られている。擬等長を鍵となるもの

として捉え、擬等長写像とディリクレ有限

関数の空間の関係あるいは擬等長写像と倉

持 境 界 の 関 わ り を 明 ら か に す る 。 

(5) 調和写像とアプリオリ評価－ターゲッ

トがある種の凸性を持つ場合、調和写像の

アプリオリ評価が知られている。この事実

をもとに調和写像の離散近似を行い、有界

次数の無限グラフと擬等長を通して、調和

写像の無限遠方での挙動を表現する。 

４．研究成果 

有限ネットワークの新たな収束理論の構

築とその展開として、有効抵抗を用いた

Gromov の意味での有限ネットワーク列の

収束の基本的性質の導出および極限空間

の解析を行った。副産物として、より一般

的状況でのネットワーク収束の視点から、

有名な Alon-Boppana の定理の一般化を行

い、その新しい意味を与えた。 

極限空間として現れる無限ネットワー

ク（可逆マルコフ連鎖）は重要な研究対象

であり、この研究において、有限ネットワ



 

 

ーク列のマルコフ形式の極限として現れ

る無限ネットワーク上のマルコフ形式の

族について、それぞれに付随する倉持コン

パクト化のポテンシャル論的性質をスペ

クトル埋め込みという新しい方法で解明

し、そのコンパクト化の意味を新しく付け

加えた。たとえば、Ramanujan グラフ列を

利用して、無限正則ツリーに収束する有限

グラフの列で、その極限形式が、無限正則

ツリーの無限遠点集合に当たる Cantol 集

合上の正則ディリクレ形式と結びついて

いるものがさまざまに存在することを初

めて明らかにした。 

さらに倉持境界とディリクレ有限関数

およびランダムウォークとの関係を明確

にした。これは、マルチン境界と正値調和

関数およびランダムウォークに関するド

ゥーブによる古典的結果に対応するもの

で、今後の研究に基本的な役割を果たすと

考えられる。また、ディリクレ有限関数だ

けではなく、ディリクレ有限写像にも適応

でき、これによって距離空間、とくにアレ

キサンドロフの意味での非正曲率空間を

ターゲットとしたエネルギー有限な写像

の無限遠点での挙動に関する、従来の方法

では得られない新しい知見を与えた。さら

に非コンパクトリーマン面の三角形分割

に現れる無限グラフを考えるとき、三角形

分割によるグラフの実現をグラフからリ

ーマン面へのディリクレ有限写像と考え

ることができ、リーマン面のディリクレ有

限な等角写像の理論の離散版構築へのひ

とつの道筋を与えたことになる。 

  研究課題の一つである非線形作用素の

変分収束に関して、調和写像の拡張である 

２‐調和写像を考察し、これに関する変分

収束理論展開のためのアプリオリ評価の

導出を目論んだ第一変分公式と第２変分

公式を定式化するなど基礎的な研究を行

った。 
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