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研究成果の概要（和文）：研究成果は以下の 3 つである．(1)調和写像熱流，Landau-Lifshitz
方程式やシュレディンガー写像に対し，渦解の安定性・不安定性の結果を得た．(2)べき乗

型非線形性を持つシュレディンガー方程式に対し，初期値問題の解の無条件一意性を示し

た．(3)減衰項と外力の付いた非線形シュレディンガー方程式である，Lugiato-Lefever 方

程式に対し，定数定常解からの分岐問題を解析し，定常解の線形安定性と線形不安定性に

関する結果を得た． 
 
研究成果の概要（英文）：The research results are as follows. (1) We proved the stability and 
instability of vortices for the harmonic map heat-flows, the Landau-Lifshitz equations and 
the Schrodinger maps. (2) We proved the unconditional uniqueness of solution for the 
Cauchy problem of the nonlinear Schrodinger with powernonlinearity. (3) We obtained the 
results about the linear stability and the linear instability of stationary solution 
bifurcating from the constant stationary solution for the Lugiato-Lefever equation, which is 
the nonlinear Schrodinger equation with damping and forcing. 
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１．研究開始当初の背景 
 1980-90 年代における調和写像流や非線形
波動方程式に対する研究により，非線形発展
方程式の幾何学的対称性と解の特異性ある

いは時刻無限大での漸近挙動の間に，密接な
関係があることが分かった．たとえば，1990
年代に Klainerman and Machedon により導
入された零条件 (null condition) は波動方
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程式の Lorentz 不変性と関係しており，この
条件を満たす非線形性においては解の特異
性が相殺し，通常よりも高い正則性が実現さ
れる．従来，発展方程式のスケール不変性と，
その初期値問題が適切となる関数空間とを
関連づける研究は多数なされてきたが，それ
は基本的に非線形性の次数のみに依存した
考察であることが多かった．しかし非線形性
の次数だけでは説明できない現象も多く，現
在では，非線形性のより微細な構造が解の性
質にどのように反映されるのかという研究
が注目を浴びている． 
 
２．研究の目的 
最近の研究により，非線形発展方程式の幾

何学的対称性と解の特異性あるいは解の時
刻無限大での漸近挙動の間に，密接な関係が
あることが様々な方程式で確認されている．
この点に着目し，非線形波動・分散型方程式
に対し，方程式の幾何学的対称性と解の構造
の関係を調べ，背後にある原理を探ることを
目的とする．具体的には，以下の３つの研究
を主に行うことを目標とした． 
(1)解の正則性・特異性と方程式の幾何学的対
称性との関係を調べる． 
(2)解の時刻無限大での漸近挙動と方程式の
幾何学的対称性との関係を調べる． 
(3)特に，方程式のスケール不変性の果たす役
割の精密な解析を行う． 
 
３．研究の方法 
 以下の二つの方法により， 
(1) 非線形波動・分散型方程式の初期値問題
の適切性（解の存在，一意性および初期値に
関する連続依存性の 3つの性質が成立するこ
と）に関する研究においては，ストリッカー
ツ評価式やフーリエ制限法が研究の基本的
道具となる．しかし，単なるこれらの組み合
わせでできることは，ほぼすでに終わってい
ると言って良い．そこで今回は，負の指数の
ソボレフ空間（正確には，ベゾフ空間）にお
ける非線形項の評価と，非線形相互作用の影
響による線形解からのずれを測ることによ
り新しい知見を得ることを試みた．負の指数
のソボレフ空間で解析を行うことは，滑らか
な関数空間に較べ，非線形相互作用の影響が
より強く現れるため，精密な解析ができる可
能性がある．また，非線形方程式に対し解の
第１近似を線形解と考えることは自然であ
るが，非線形相互作用の影響が顕著となる状
況では必ずしも良い近似とはならない．その
ようなケースでは，非線形相互作用を考慮し
た近似解を構成する必要がある．非線形波
動・分散型方程式は保存系であるため，非線
形性の影響は解の振動として現れることが
多い．したがって，非線形性を考慮した位相
の修正 (phase correction) を線形解に付加

したものを第１近似とすることにより，先行
研究を超える成果を得ることができた．さら
に，ストリッカーツ評価式も特別な摂動が付
く場合は，通常より良い評価式が成立するこ
とが期待できる．これにより，非線形方程式
を線形化した場合には，ある状況の下では改
良型ストリッカーツ評価式を示すことが可
能となり，新しい結果を得ることができた． 
(2) Lugiato-Lefever方程式は，減衰項と外
力を持つ非線形シュレディンガー方程式で
あり，空洞共振器の数理物理モデルを記述す
る方程式である．その定常解は空洞ソリトン
とよばれ，物理的に重要な現象に対応してい
ると考えられている．減衰項と外力があるた
め，変分構造あるいはハミルトン系としての
構造が壊れているので，峠の定理 (mountain 
pass theorem) などの変分法的手法は適用で
きない．そこで，分岐理論によって，定常解
の存在や線形安定性・不安定性の解析を行う
ことを試みた．非線形方程式の分岐理論とし
ては，リヤプノフ・シュミット縮約に基づい
た議論がよく知られているが，線形化作用素
が退化している場合には，直接適用するのは
困難である．今回は方程式の対称性を考慮し
たゴルビツキー・シェーファーの分岐理論を
適用するとともに，さらにある場合にはより
強力である中心多様体縮約の議論を用いる
ことにより，新しい解析を目指した． 
 
４．研究成果 
非線形発展方程式の初期値問題に対する，

解の存在と一意性は最も基本的な問題であ
る．これらに対し，以下のような研究成果を
得た． 
(1)解の一意性の概念は，大雑把に言って二
つに分けられる．一つは無条件一意性とよば
れるもので，方程式が意味を持つための最も
広いクラスに属する解の一意性である．もう
一つは，条件一意性とよばれるもので，多く
の場合解の存在定理を証明するためには条
件を解に付加することが必要なため，それに
対応した一意性のことである．無条件一意性
は，解の存在証明に依存しない一意性定理で
あるという点で重要である．今回，空間 5次
元でゲージ不変な２次の非線形性を持つ非
線形シュレディンガー方程式を考え，指数
1/2 のソボレフ空間に属する解の一意性につ
いて無条件一意性を示した(論文⑥)．このケ
ースは，いわゆるスケール不変な問題に相当
し，多くの場合初期値問題の適切性が成立す
るか否かの境目になると予想されている．さ
らに，ゲージ不変な２次の非線形性は２階微
分が連続ではないため，スケール不変なケー
スの中でも，数学的にきわめて興味深い問題
であった． 
(2)周期境界条件下で修正 KdV 方程式の初期
値問題に対し，解の存在を研究した(論文③)．



2 乗可積分関数のソボレフ空間に基づいた研
究は，1993 年に Bourgain がソボレフ空間の
滑らかさを示す指数ｓに対し，s > 1/2 なら
初期値問題は適切となることを示した．この
ときの彼の証明方法はフーリエ制限法とよ
ばれ，線形解からのずれを精密に測る関数空
間を設定したのが要点であった．2004年に高
岡-堤は，このフーリエ制限ノルムに非線形
項の相互作用を考慮した項を加えることに
より，s > 3/8 までソボレフ空間の指数（す
なわち，関数の滑らかさ）を下げることがで
きることを示した．今回は，適切性を示すこ
とはできなかったが，解の存在は s > 1/4で
証明することに成功した．この証明では，ｍ
KdV の完全可積分性は使っておらず，他の非
線形分散型方程式への応用も期待される． 
 
さらに，解の時刻無限大での漸近挙動に関し
ては以下の結果を得た． 
(3)空間 2 次元おいて，調和写像熱流，
Landau-Lifshitz 方程式やシュレディンガー
写像に対し，渦解の安定性・不安定性を調べ
た(論文①)．空間 2 次元においては，エネル
ギー空間がスケール不変な空間となるため，
その解析は他の次元よりも興味深い．具体的
には，２次元ユークリッド空間から２次元球
面 へ の 調 和 写 像 で 写 像 度 が ３ の 場 合
Schrödinger 写像流で安定になることや，写
像度が２の場合は調和写像勾配流において
不安定になることを示した．写像度が３の調
和写像は空間無限遠での減衰速度が遅く，安
定性を示すのは困難であった．しかし，新し
いタイプの Strichartz 評価式を証明するこ
とにより，安定性を妨げる可能性のあるエネ
ルギー凝縮が生じないことを示した．また，
写像度２の場合は，調和写像の近くから出発
しても，空間無限遠へのエネルギー凝縮と空
間原点でのエネルギー凝縮を永遠に繰り返
す解が存在することを示した（これは，強い
不安定性を証明したことになる）．エネルギ
ー凝縮を無限遠と有限点において無限回繰
り返す現象は，解の漸近挙動を大域的に解析
する場合にはもっとも問題となるシナリオ
であり，これを排除する結果はたくさんある
が，実際に起こることがあり得ることを示し
たのはこの論文①が初めてであり画期的な
ことであった． 
(4)空洞共振器の数理モデルを記述する
Lugiato-Lefever 方程式に対し，定数定常解
から分岐する解の存在と安定性・不安定性を
調べた(論文②)．Lugiato-Lefever方程式は，
減衰項と外力を持つ 3次非線形シュレディン
ガー方程式であり，減衰項と外力により方程
式の変分構造あるいはハミルトン系として
の構造が壊れるため，通常の非線形シュレデ
ィンガー方程式で培われた解析方法はすぐ
には適用できない．また，空間 1次元であっ

ても可積分系とはならず，関数解析的および
実関数論的手法による解析が必要となる．こ
の方程式に対し，中心多様体縮約の議論を用
いて，定数定常解から分岐する定常解の存在
およびその線形安定性・不安定性を証明した．
特に，パラメータによっては，分岐が折れ曲
がる（フォールディング）場合があることを
示した． 
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