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研究成果の概要（和文）：宇宙誕生や，時間と空間，物質などの根本原理を追求していくと，最

高レベルの数学が現れることが近年わかってきた．そこに現れる問題は，物理的背景を忘れて，

完全に数学の問題としてみても大変興味深いものである．私は，そのような問題のうち，共形

場理論と呼ばれるものを，作用素環論という数学的道具を使って研究しており，分類問題や具

体例の構成，数学の他分野との新しい関係の発見などの成果を得た． 

 
研究成果の概要（英文）：It has been known that when we pursue the fundamental problems 

in physics such as the origin of the universe, spacetime and materials, then we need the 

highest level of modern mathematics.  These mathematical problems are also highly 

interesting from a purely mathematical viewpoint.  I study conformal field theory among 

such problems using operator algebras.  I have obtained results on classification problems, 

construction of examples and relations to other mathematical fields. 
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１．研究開始当初の背景 

場の量子論を作用素環論を用いて研究す
る理論は，代数的場の量子論と呼ばれ，荒木，
Haag, Kastler らによる 50 年以上の研究の
歴史を持つ．数理物理学では Wightman に
よる場の量子論の公理づけが有名だが，そこ
では非有界作用素に値を持つ作用素値超関
数が基本的な対象になるため，多くの関数解
析的困難が現れる．作用素環に基づくアプロ
ーチでは，有界線形作用素のなす環が基本的

な対象になるため，非有界作用素の定義域の
問題は発生せず，きれいな理論展開が可能に
なる．それでもしかし，4 次元 Minkowski 

空間においては，非自明な例が一つも作れな
いと言う基本的な困難があるのだが，近年共
形場理論，すなわち 2 次元 Minkowski 空間
の上で高い対称性を要請した場の理論につ
いては，具体例の構成においても，一般論の
展開においても，目覚しい成果が挙げられる
ことがわかってきていた． 
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また，この分野を作用素環論を用いて研究
しようとすると，Jones の部分因子環論，3

次元トポロジー，量子群，頂点作用素代数な
どと密接な関係を持つことも明らかになり
つつあった．日本における作用素環論の研究
の，長い伝統と高いレベルを生かして，これ
らを統合して研究しようというのが当初の
考えであった． 

 

２．研究の目的 

 共形場理論の作用素環論的研究が Jones 

の部分因子環理論と深い関係を持つことは，
Longo によって 1980 年代末に明らかにさ
れた．また部分因子環の解析的側面について
は Popa によって決定的結果が得られてい
た．そこで本計画ではこれら，Jones, Longo, 

Popa を海外共同研究者として，この理論の
更なる発展を目指した．もともと我々日本の
グループは，世界における subfactor 理論の
中心的研究グループの一つであるので，これ
までの蓄積をいかし，さらに研究を発展させ
ていき，これらの研究において自然に表れる，
作用素環上のさまざまな群作用も一体のも
のとして研究していきたいと考えていた．特
に，場の量子論における「ゲージ群」は作用
素環の族の自己同型群として捉えられると
考えられる．ムーンシャインとも関連して，
この視点はたいへん重要であると考えられ
る．また，最近作用素環論の中で大きく発展
している自由確率論は一般に，場の量子論と
の関係が比較的薄いと考えられているが，場
の量子論における Fock 空間の構成を，いわ
ゆる "full" Fock 空間に取り替えれば，自由
確率論との深い関連が現れることがすでに
見出されており，またランダム行列を経由し
た関連も，未解明の深いものがあると期待さ
れるので，この方面でも日本のグループの得
意な点を生かして研究を深めようと考えた． 

 

３．研究の方法 

 カナダの Fields 研究所で，2007 年 7 月か
ら 12 月まで行われた作用素環の研究プログ
ラムに参加し，講演，研究連絡を行った．こ
のプログラムの総責任者 George Elliott も
外国人共同研究者に加えてあった．河東，小
沢，泉，植田，松井らが実際に参加した． 
 また河東は，日本数学会で 2006 年から開
始した，最高レベルの講演者を招待して行う
「高木レクチャー」の組織責任者として，
Voiculescu を 2007 年に東京に招待して講演
を行ってもらった．その記録はビデオで公開
され，その講演に基づいた論文は，河東がエ
ディターをしている Japan. J. Math. に掲
載した． 
 2008 年には，オーストリア・ウィーンの 
Erwin Schroedinger Institute において，8 
月 25 日から 12 月 15 日まで"Operator 

Algebras and Conformal Quantum Field 
Theory"というプログラムが開かれ，河東は
オーガナイザーの一人として参加した． 
 2009 年には，数理物理学で最大で，3 年に
一度開催される International Congress on 
Mathematical Physics (ICMP) が夏にプラハ
で開かれ，河東，松井が参加した． 
 2010 年には，京都大学数理解析研究所のプ
ロジェクト研究 "Perspectives in 
Deformation Quantization and 
Noncommutative Geometry"に参加し，この一
環として，Connes を呼んで 2010 年秋の高木
レクチャーを行った． 
 その他，外国人共同研究者の Longo をこ
の期間中にローマに 2 回訪問し，超共形場理
論の研究を進めた． 
 
４．研究成果 
 Super conformal field theory への 作用
素環的アプローチを研究した．まず，代数的
場の量子論における super net の表現論の
基礎を確立し，N=1 super Virasoro algebra 
の表現論を作用素環の文脈で研究した．さら
に，我々が前に導入した modular net につ
いて，super charge operator の性質を調べ
ること により，Fredholm index と Jones 
index の関係式を初めて明らかにした． 
 その前に Longo と共に，moonshine 頂点
作用素代数の作用素環版を構成していた． 
そ れ は ， 自 己 同 型 群 が  Monster で ，
character が，j-関数になるので あった．
今回はその super 版を，Conway 群 Co_1 に
ついて， Duncan の頂点作用素代数の構成を
元に構成した． 
 Connes の非可換幾何学で多様体に当たる
概念は spectral triple である．Carpi, 
Hillier, Longo と共に， super Virasoro 
algebra のある表現から spectral triple 
の net を構成し，超共形場理論と非可換幾
何学を関係づけた． 
 部分因子環の Jones 指数の取りうる値に
ついては，1980 年代から多くの研究が あり，
一般の部分因子環の場合については，4 以下
の取りうる値の制限と，4 以上の値はすべて
取りうるということがわかっている．共形場
理論を作用素環の立場から研究するときの
対象は， 局所共形ネットという作用素環の
族であるが，部分因子環のなす 局所共形ネ
ットについて，Jones 指数の取りうる値を決
める問題をと共に考えた．任意の自然数の値
が実現可能であることは 簡単にわかるが，
それ以外の値については，一般の部分因子環
の場合より， ずっと強い制限がつくことを
示した．これに関連して，A-D-E 型 部分因
子環について，Dynkin 図形の偶頂点に対応
する対象たちが どのような braiding を持
ちうるかを完全に決定した． 



 

 

 中心電荷 c が離散系列 c < 3 に属すると
きに，Neveu-Schwarz 代数の真空表現から 
N=2 超 Virasoro ネットを構成した．その偶
部分ネットと，よく知られたコセットから生
じるネットを同一視し，カイラル・リングと
スペクトラル・フローをその表現論の文脈で
とらえた．α-誘導表現の理論とモジュラー
不変 行列を用いて，この超 Virasoro ネッ
トのすべての拡張を分類した．そこには，コ
セット・ネットと Xu の意味でのミラー拡張
の混ざったものが現れ，位数の高い巡回群に
よる，新しいタイプの シンプル・カレント
拡張が得られた． 
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