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研究成果の概要（和文）： 
共形場理論にも現れる，ある Selberg 型積分についての，接続問題を解いた．その接続係数

は q-Racah 多項式という直交多項式による表示をもつことが示された．これとは別に，線形微

分方程式の解の接続問題が，ねじれホモロジーの交叉数の計算とある種の定積分の計算に帰着

できるということを発見し，一般超幾何函数の場合に具体的に実行してみせた．また，Jones
多項式を Selberg 型積分に付随するねじれホモロジーの交叉数を用いて定式化し，いくつの代

表的なノットについての具体的表示を導いた． 
 
研究成果の概要（英文）： 
We solve  a connection problem associated with an integral of Selberg type, which appears in 
conformal field theory as a conformal block. The coefficients are expressed by the q-Racah polynomials, 
which consist of  a family of  orthogonal polynomials.  On the other hand, we find a general 
framework that the connection problem is reduced to determining the intersection numbers of the 
associated twisted cycles. Indeed, we use this framework to solve the problem in the case of the 
generalized hypergeometric function. Moreover, we give a definition of the Jones polynomials in terms 
of intersection numbers of twisted cycles and derive explicit expressions of the Jones polynomials for 
some knots.  
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１． 研究開始当初の背景 
複素積分とは，青本和彦（名大名誉教授）ら
が精力的に研究したものであり，積分を捩れ
コホモロジーと捩れホモロジーとのペアリ

ングと見なすことにより，積分の構造解析に，
複素解析的微分方程式論，代数幾何，複素解
析幾何，位相幾何等の諸理論を応用するもの
である．この方法論はいわゆる q 類似の場合
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にも適用される．この視点から，KZ 方程式
の解などとして現れる Selberg 型積分（差積
の複素冪を被積分函数にもつ）の構造を調べ
ること，特に，A 型ルート系に付随した超幾
何函数の積分表示を深く理解することは，そ
れまでの中心課題であり，幾つかの成果が得
られていた．そのひとつとして，捩れホモロ
ジーの空間上に岩堀-Hecke 代数の既約表現
を構成し，Lawrence が 1990 年に提出した
予想を解決した結果があるが，これはホモロ
ジーのジェネリシティー条件の崩れる場合
に生じる部分空間を旨く取り出すことによ
り実現されたものである．代数幾何学・位相
幾何学そして微分方程式論の専門家が避け
てきた場合の重要性が浮かび上がってきた．
このようなことから，ジェネリシティー条件
の 崩 れ る 場 合 ＝ 共 鳴 条 件 （ resonance 
condition)を満たす場合の研究が多変数の超
幾何函数および球函数の解明に必要不可欠
であるという認識がされるようになってき
ていた． 
 
 
２．研究の目的 
Gaussの超幾何函数の良い多変数化に向け
て，ルート系に付随する超幾何函数と複素
積分の二つのながれを統一的に把握するの
が本研究の究極の目的である．より具体的
なテーマを箇条書きにすると，以下の通り
である． 

 

（１）複素積分（局所系係数の de Rham 理
論）：複素積分は de Rham コホモロジーと捩
れホモロジーとの双対であると見なす視点
に立ち，主に Selberg型積分を例にとり複素
積分の構造を調べる．特に，被積分函数の特
異因子(divisor)や指数（exponent）が退化
した場合の捩れホモロジーの基礎的研究に
焦点を当てる． 

（２）Hecke環・量子群などの表現：Birman
-Wenzl-Murakami代数，B,C,D型ルート系に対
するHecke代数そして量子群など，さまざま
な代数系の表現の捩れ(コ)ホモロジーの上
での実現を試みる． 

（３） 位相不変量への応用: Jones多項式な
どを捩れホモロジーの立場から理解する． 

（４） 数論への応用 ：KZ方程式からくるモ
ノドロミー表現と多重ゼータ値との関連を
積分表示の視点から明らかにする． 

（５） 数理物理への応用：共形場理論にお
ける物理的相関函数や，Calogero-Sutherla
nd系などの量子多体系やXXZ模型の相関函数
などを理解する． 
 
 
３．研究の方法 
 
（１）複素積分の立場からのド・ラーム理論
の研究はセルバーグ型積分を具体例に採り

あげて，その指数がジェネリシティー条件を
外れる場合に，捩れ（コ）ホモロジーの消滅・
非消滅の条件，各次元の決定，局所有限なサ
イクルによるホモロジーと有限なサイクル
によるホモロジーの比較をする．さらに，こ
のときに生じる核の分析や，正則化可能サイ
クルの空間における旨い基底の発見交差数
の明示的表示などを得る． 
 
（２）Felder-Wieczerkowskiにより Selberg
型積分に付随した局所系係数のホモロジー
群におけるパスの族への量子群 U_q(sl_2)の
作用が考察されていたのは 90年代初頭であ
ったが，数学的には不満足なものであったの
で，これを機会に，きちんと定式化する． 
 
（３）捩れサイクル上に Birman- Wenzl- 
Murakami 代数や B,C,D型のヘッケ代数の表
現を実現する．そして，それらの既約性を明
らかにする．  
 
（４） Jones多項式のような量子不変量と捩
れホモロジーとの関係を調べるために，まず
は，Bigelow による位相不変量の研究を分析
する． 
 
 
４．研究成果 
 
（１）Selberg 型積分の常微分方程式の解に
対応する場合(su(2)共形場理論における４
点函数の共形ブロックに現われるもの)に，
付随する接続問題を解いた．その接続係数は
qRacah 多項式（または q 6-j シンボルとい
っても同じ）による表示をもつ．接続行列の
ユニタリ性から qRacah 多項式の選点直交性
が自然に従う． 
 

（２）局所系係数のホモロジー（ねじれホモ

ロジー）の理論の進展を踏まえ，ホモロジー

の反対称成分への作用を具体的に決めること

により，局所系係数のホモロジー群における

パスの族への量子群U_q(sl_2)の作用をきち

んと定式化した． 

 

 

（３）リンクの不変量であるジョーンズ多項

式をセルバーグ型積分に付随する捩れホモロ

ジーの交叉数を用いることにより定式化した

．そして，この定式化によって，２ブリッジ

ノット，トーラスノットの３本線の場合，プ

レッツルの特別な場合に，ジョーンズ多項式

の具体的表示を導いた．   

 

（４）微分方程式の解の接続問題が，解の表

示に用いられる多価正則函数により定義され



るねじれホモロジーの交叉数の計算と，解の

特殊値を表す定積分の計算に帰着されるとい

うことがわかった．そして，この枠組みによ

り，一般超幾何函数の場合に，具体的計算を 

行った． 

 

（５）Even 4と呼ばれる確定特異点型常微分

方程式の解の接続問題を原岡喜重（熊大・自

然）との共同研究により解いた． 

 

（6）アクセサリー・パラメタの無いフックス

型微分方程式において，横山利章（千葉工大

）の分類したリストは，系統的に議論できる

数少ない例になっている．代表者は，この系

列のすべてに対して，解の積分表示を与える

ことに成功した．その際，いくつかの系列を

統合する，新しい微分方程式を構成するとい

う発展もあった． 
 

（７）ガウスの超幾何函数に付随するモノド

ロミー群の研究は古典的なものであって，多

くの成果が得られているが，いろんな意味で

のgenericity条件から外れる場合の考察は，

不十分なものであった．このような状況に鑑

み，積分表示解からの観点からの研究を行っ

た．具体的には，被積分函数の指数を使った

共鳴条件の決定，表現の既約性の必要十分条

件の決定，共鳴条件下（＝可約表現の場合）

でのモノドロミー表現の具体的実現，可約表

現が有限群になる場合の分類を行った． 

また，これをきっかけに，指数がいかなる場

合であっても積分表示解で議論できるという

状況を整えるためには，積分域が，輪体だけ

でなく，輪体とはならないチェインをも取り

込む必要があることが明確になったのである

が，ホモロジー・コホモロジーでは捉えきれ

ない場合があるということが明らかになった

ことは，意義深いと思われる．そして，その

ようなものも込めて，あらためて，ガウスの

微分方程式の積分表示解をいかに得るかとい

う基本的問題を解決した．この研究は，佐々

木武（神戸大名誉教授）との共同研究による

ものであるが，ガウスの超幾何函数を一般化

した，アッペルのF_1超幾何函数（２変数函数

）についても，同様な結果を得たし，さらに

LauricellaのF_D超幾何函数（ｎ変数）の場合

にも，モノドロミー表現が既約になることの

必要十分条件を決定した． 
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