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研究成果の概要（和文）：研究代表者は、以前の研究で原伸生氏と共に、一般化された密着閉包
の概念を導入し、乗数イデアルを可換環論の言葉で定義することに成功した。具体的には、乗
数イデアルは、密着閉包のテストイデアルの標数に関する極限として得られる。本研究では、
小さな標数のテストイデアルの振る舞いと乗数イデアルの振る舞いとの違いを明らかにした。
さらに、可換環論におけるさまざまな不変量の研究を行うために、密着閉包の理論を整備した。 
 
 
研究成果の概要（英文）：    The leader of this research introduced the notion of a 
generalized tight closure and succeeded to redefine multiplier ideals in terms of 
commutative ring theory. Precisely speaking, the multiplier ideal is given as the limit of 
generalized test ideals. In this research, we found several differences between the behavior 
of test ideals and that of multiplier ideals. Moreover, we extended the theory of test ideals 
in order to study several invariants in the theory of commutative algebra.  
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１．研究開始当初の背景 
乗数イデアルの概念は、 Nagel により解析
的な視点から導入された概念である。その 
後、Lipman や Lazarsfeld により代数幾何
学的に定式化され、Skoda の定理の精密化、

消滅定理の他、arc space の研究など最新の
特異点論の研究にも現れる重要な概念であ
る。一方、密着閉包の概念は、Hochster と 
Huneke により可換環論におけるホモロジ
カ ル 予 想 の 研 究 、 不 変 式 環 の
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Cohen-Macaulay 性の証明、 Briancon・
Skoda の定理の簡略化などを目標に導入さ
れた概念である。まだホモロジカル予想の解
決はもたらしていないが、特異点を可換環論
を用いて記述するという新たな視点をもた
らした。研究代表者と原伸生と共に密着閉包
の概念を拡張し、一般化されたテストイデア
ルを用いて、乗数イデアルの記述に成功した。
しかしながら、テストイデアルの性質や構造
については十分に理解されていないという
状況であり、応用上もその性質の解明が重要
である。 
 
２．研究の目的 
(1)本研究の最初の目的は、一般化されたテス
トイデアルと乗数イデアルについて、両者の
性質を比較し、共通点及び相違点を明らかに
することである。共通点としては、乗数イデ
アルは十分大きな標数に関するテストイデ
アルの還元として得られることが知られて
いるが、小さな標数の場合にはどうであるか
は明確にされていない。また、乗数イデアル
が持つ種々の性質をテストイデアルが持つ
かどうかも明らかでない。この点を明らかに
することも重要な目的の１つである。F-pure 
threshold の研究なども関連した研究である。 
(2)本研究の２番目の目的は、一般化された密
着閉包の理論を完成させることである。この
理論は、研究代表者と原伸生氏により導入さ
れたものであるが、その後も Vraciu、Blickle 
-Mustata-Smith、高木俊輔らによりさまざま
な形にアレンジされたものが導入され、研究
が続けられている。問題点は、標準的ログ特
異点の正標数における対応物を定義するこ
とが難しい点と、密着閉包の理論において局
所化問題が難解である点があげられる。前者
については、研究代表者の研究成果を修正す
ることで Schwede らが研究を続けている
が、本研究の目的からは除く。本研究では、
後者の問題点に焦点をあて密着閉包の局所
化問題を考える。関連して、Hilbert-Kunz 重
複度、F有理性を持つ環の研究などを行う。 
(3)本研究の３番目の目的は、乗数イデアルの
計算代数の視点からの研究である。これは 
乗数イデアルに対応するテストイデアルの
計算が困難であることを考慮して、その計算
方法を模索することが主目的である。関連す
る研究として、単項式イデアルの研究者とも
共同研究を行い、研究代表者の知見を高める。 
 
３．研究の方法 
(1)乗数イデアルとテストイデアルの比較：
乗数イデアルとテストイデアルの性質を比
較するために、乗数イデアルの持つ自明な性
質（例えば、整閉性）について、テストイデ
アルがその性質を有するかどうかを調べる。
その際には、Lipman、渡辺敬一、Ein らの先

行する結果を参考にする。また、渡辺氏の主
催する日大セミナーなどに積極的に参加す
ることにより情報を入手する。また、Mustata 
らの所属するミシガン大学の研究集会にも
参加することにより最新の情報の収集に努
め、成果発表を行う。 
(2)密着閉包の理論の完成：平成 20 年度に予
定されている研究代表者による明治大学で
の集中講義の準備を通じて、本理論の完成に
欠かせない既存の理論の見直しを進める。特
に、最近、Brenner・Monsky により与えられ
た密着閉包の局所化問題の反例を分析する
ことで、理論の不備を理解することに努める。
また、高木俊輔・高橋亮らに研究が進められ
た F 有限表現型の研究と、密着閉包の局所化
問題との関係を強化し、既存の結果を拡張す
る。 
(3)計算代数の視点からの研究：正標数にお
けるテストイデアルの計算機による実現を
長記目標に掲げて、当面は単項式イデアルの
構造もしくは不変量(算術的階数の決定な
ど)の研究を行う。この研究は上記の２つの
研究をサポートする研究と位置づけて、分担
者もしくは連携研究者の寺井直樹、研究協力
者の木村杏子の研究を、研究代表者がサポー
トする。 
 
４．研究成果 
(1)乗数イデアルとテストイデアル：研究代
表者は、Mustata（ミシガン大学）との共同
研究を通じて、正則局所環における勝手なイ
デアルがテストイデアルとして実現できる
ことを証明し、研究成果として総合誌におい
て発表した。この結果は乗数イデアルとテス
トイデアルの性質の違いを初めて明確にし
た結果であり、注目に値する。より広いクラ
スにおいて類似の結果が得られるかどうか
は未解決であり、今後の研究目標としてあげ
られる。  (1)に関連する研究として、対角
的 F-threshold の研究を行った。代表者の
指導の下で、RA で採用した学生が二項式で定
義される超局面の F-threshold や２次の行
列式で定義される行列式環の F-threshold 
を計算することに成功した。 
(2)一般化された密着閉包の理論の完成：明
治大学での集中講義を通じて、成果発表の準
備は進んでいるが、本研究の研究期間内での
研究成果は見送った。関連する研究として、
Hilbert-Kunz 重複度の極小問題と、有限群
による不変部分環の Hilbert-Kunz 重複度
に関して新たな予想を提出し、部分的に解決
した。また、一般化された密着閉包の理論の
応用は、高木俊輔氏との共同研究においてな
された。 
(3)計算代数の視点からの研究：乗数イデア
ルもしくはテストイデアルの計算という視
点からは程遠い成果であるが、極小生成元の



 

 

個数と高さの差が小さい単項式イデアルを
超グラフを用いて分類し、応用としてそのよ
うなイデアルの算術的階数が射影次元に等
しいことを証明し、論文として成果発表した。
他に、局所的に完全交叉な単体的複体の構造
定理を与え、応用として Cowsik-Nori の定
理の精密化を得た。本研究は、単項式イデア
ルのべきと形式的べきの環論的性質の研究
として行われていたが、我々の結果は高次元
化への道を開く貴重な結果である。 
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