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研究成果の概要（和文）：背足の原理から導かれる、有限型微分方程式系の中で、無限小接触自

己同型群が例外的に豊富となるクラスを決定し、このクラスの有限型微分方程式系のモデル方

程式を具体的に記述した。また、二階接触幾何学において基本的な二つの Reduction 課程を整

備し、これを二つの定理として定式化した。

研究成果の概要（英文）：We determined the class of differential equations of finite type,
which admits extraordinarily rich infinitesimal symmetries, among the classes of
differential equations of finite type obtained from the Se-ashi’s principle. Moreover we
write up explicitly the model equations of this class of finite type equations. Furthermore
we investigated the fundamental Reduction procedure in the fields of Contact Geometry of
second Order and formulated two fundamental Reduction Theorems.
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１．研究開始当初の背景
代表者は、これまでの基盤研究等を通じて、

接触幾何学を背景に微分方程式系の接触幾
何学的研究を提唱し、その課程で微分方程式
系をジェット空間の部分多様体として捉え、
これを研究対象として幾何学的な手法で研
究してきた。この際、微分方程式系の接触変
換による同値問題を PD－多様体の幾何学と
して定式化してきている。本研究課題は、こ
れを基に、微分式系に関する「田中理論」を
応用してこの分野の研究を深化させること
を意図して開始した。

２．研究の目的
この研究の目的は大きく分けて２つから

なる。１つは，微分式系の概念を通じて微分
方程式系を幾何学的（接触幾何学的）に研究
することであり，もう１つは，階別単純リー
環に附随する幾何構造の研究と，その前者と
の融合の様子を調べることにある。詳しくは，
最初の課題は，微分式系をジェット空間の部
分多様体として幾何学的対象ととらえて，接
触同値問題を核に微分幾何学および特異点
論の手法で研究することにある。第２の課題
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は，階別単純リー環に附随する幾何構造に対
して，田中昇氏によって構成された正規カル
タン接続の理論のより詳細な構造解明とそ
の応用および発展を諮ることである。
より具体的には、つぎの３つを主要課題と

して研究した：
（１）二階一未知関数偏微分方程式系の接
触同値問題
（２）Monge-Ampere 方程式の解の特異点と

衝撃はの構成
（３）微分方程式系のシンボルより生じる

階別リー環の研究および高階有限型微分方
程式系の同値問題

３．研究の方法
上述した３つの主要課題に対して、その研

究の方法を述べる。（１）の課題は、E.Cartan
の研究を発展させるものであって、二階の偏
微分方程式系を幾何学的には 2－ジェットの
空間の部分多様体として、微分式系のことば
で特徴付けを行って研究する。その基本部分
は、すでにこれまでの基盤研究等による研究
で「PD 多様体の理論」として定式化されて
いる。今回の研究ではその Reduction の課程
を微分式系の幾何学で解明するのがテーマ
である。（２）の課題は、Monge-Ampere 方
程式の解の特異点の発生を、二階の PD 多様
体の定式化からはみだす部分（二階接触幾何
学的特異点）として説明しようとするもので
ある。すなわち、Monge-Ampere 方程式の定
める 2－ジェット空間の超曲面 R の 1－ジェ
ット空間への projectionが持つ特異点および
R が PD 多様体とならない特異点を通して、
解の特異点の発生を説明しようとするもの
である。（３）の課題は、背足の導入した（深
さ１の階別単純リー環とその既約表現を指
定することによって定まる）高階有限系微分
方程式系のクラスに対する接触同値問題の
山口ー八ツ井による定式化（２００２）を用
いてリー環論とその表現論を有効に活用す
る研究課題である。

４．研究成果
19 年度は、背足の原理から導かれる、有

限型微分方程式系の中で、無限小接触自己同
型群が例外的に豊富となるクラスの研究を
行った。結果的には、２階および３階の常微
分方程式の一般化となるこれらのクラスが、
階別単純リー環に付随する幾何構造の１系
列として見つかり、このクラスの有限型微分
方程式系のモデル方程式を具体的に書き上
げることに成功した。さらに、上記結果をも
含む形で、微分方程式系の２階の接触幾何学
の展開に向けての微分式系の導入部分を解
説する講義録をまとめて公表した。この講義
録では、接触多様体の基本定理であるダルブ
ーの定理、高次ジェット空間の接触変換論の

基本であるベックルンドの定理等の証明を
与え、E.Cartan によって発見された例外単
純群 G2 を接触自己同型として持つ非線形過
剰決定系の具体的構成を解説した。

20 年度は、２階１未知関数偏微分方程式系
の接触同値問題、特に、G2 型偏微分方程式
系の研究の発展と、２階の PD 多様体に対す
る「簡約化（Reduction）」の過程の整備を行
った。特に、コーシー特性系を許容する系に
対する、First Reduction 定理を整備し、こ
の「簡約化」によって得られる微分式系を完
全に特徴付けた。この特徴付けを用いて、初
年度に発見した階別単純リー環に付随する
幾何構造の１系列の具体的な微分式系のモ
デルを利用して、その無限小接触自己同型環
が有限次元単純リー環となる、コーシー特性
系を許容する２階１未知関数偏微分方程式
系を構成した。

21 年度には、二階の接触幾何学における
Second Reduction 定理を定式化した。この
定理は、E.Cartan の２ないし３独立変数の
Involutive な２階１未知関数偏微分方程式系
に対する研究を包括するものであり、多独立
変数の２階１未知関数偏微分方程式系の表
象（シンボル）がどのような性質を持てば、
２段階の「簡約化」が可能となるかを明らか
にした。これによって、対象となる偏微分方
程式系に、多変数のモンジュ特性系が存在す
る十分条件を与えている。
22 年度には、まず、Second Reduction 定

理のさらなる整備を行い、この「２段階の簡
約化」によって２階微分方程式系より得られ
た微分式系がどこまで特徴づけられるかを
課題とした。さらに、Second Reduction 定
理を用いて、２階の接触幾何学に関わる階別
単純リー環に付随する幾何構造の例を増や
し、これらについて、田中理論を用いて、そ
の基本不変量と２階の微分方程式との関連
を解明した。
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